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Die Laplaca’sche Vorstellung uber die Entwicklung des Sonnensystems kann mit einigen, aller- 
dings wesentlichen Modifikationen als diejenige kosmogonische Hypothese betrachtet werden, die in 
allen ihren Konsequenzen der Konstitution dieses Systems am besten gerecht wird und sicherlich ihrer 
einfachen Voraussetzungen wegen in ihren Grundzugen als der wahrscheinlichste Entstehungsprozefi 
gelten kann. 

Die epochalen Arbeiten von Poincaré und Darwin auf dem Gebiete der Kosmogonie ergaben neue 
und fundamentale Gesichtspunkte: die Theoreme uber die Serien von Gleichgewichtsfiguren, die damit 
in Zusammenhang stehenden Fragen der Stabilitàt, die Vorgànge im Zweikorpersystem deformabler 
Massen — werden wohl die Grundlagen fùr alle weiteren Untersuchungen auf diesem Gebiete sein. In 
ihren Ausfuhrungen wird nun immer vollkommene Homogenitàt der Urmasse vorausgesetzt. Vom rein 
spekulativen Standpunkt aus hat diese Annahme ihre vòllige Berechtigung: stellt sie doch den einfachsten 
Fall jener Arten des Ausgangszustandes dar, der den Typus der Nebularhypothesen charakterisiert: den 
am wenigsten differentiierten Zustand; auch physikalisch ist sie durchaus berechtigt: ein Verhalten der 
Urmaterie, das dem einer inkompressiblen Flussigkeit nahekommt, wùrde die typischen Zùge des der 
Poincaré-Darwin'schen Theorie entsprechenden Prozesses aufweisen und es ist auch kaum zweifelhaft, 
dafi eine Klasse kosmischer Systeme unter Bedingungen entstanden ist, die diesem Verhalten nahe- 
kommen. Andrerseits liegen aber in unserem Sonnensystem die Verhàltnisse so, dafi — mit einer 
einzigen Ausnahme —r an einen Abtrennungsprozefi, wie er bei einer homogenen Masse erfolgt, nicht 
gedacht werden kann: die Begleitmassen sind um vieles kleiner als es das Ergebnis dieser Theorie 
zuláfit. Mit dem Aufgeben der Voraussetzung vollkommener oder wenigstens náherungsweiser Homo- 
genitàt entfiele aber naturlich diese Unstimmigkeit, wenn theoretisch nachgewiesen werden konnte, dafi 
ein àhnlicher Vorgang auch bei einer gegen das Innere zunehmenden Dichte moglich wáre: da die 
abgetrennten Begleitmassen aus den áufieren weniger dichten Schichten des primàren Kòrpers bestritten 
werden, so kònnten sie offenbar ihrer Masse nach einer viel niedrigeren unteren Grenze des Verhàltnisses 
zur Hauptmasse genùgen. Leider ist es bis jetzt nicht mòglich gewesen, diesen allgemeineren und den 
wirklichen physikalischen Bedingungen entsprechenderen Fall einer exakten Analyse zuzufùhren. 

Unter diesen Umstánden gewinnt nun die Laplace’sche Hypothese eine erhòhte theoretische 
Bedeutung: sie stellt gegenùber der vollkommenen Homogenitát das andere Extrem des allgemeinen 
Dichtigkeitsverlaufes dar: den sprungweisen Ubergang von der unendlich kleinen Dichte einer àufieren 
Hùlle zu einer ràumlich relativ kleinen aber starken zentralen Verdichtung. Der tatsàchlich anzunehmende 
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Ausgangszustand wird zwischen diesen Extremen gelegen sein. Der Laplace’schen Hypothese wird also 
eine gleichmàflig rotierende Masse zugrunde gelegt mit einer zentralen Verdichtung, deren Ausdehnung 
und demgemàfl auch Formverànderung vernachlàssigt werden kann, umgeben von einer íiberaus groflen 
Gashiille, deren Masse als verschwindend klein gegenùber der zentralen Masse angenommen wird. 

Die mathematische Behandlung bietet bei dieser Annahme gar keine Schwierigkeiten, da hier die 
Niveauflàchen von vornherein gegeben sind und sich in sehr einfacher VVeise diskutieren lassen. Aller- 
dings hat gerade dieser Umstand — bis jetzt wenigstens — verhindert, dafl man darauf eine vermittelnde 
analytische Darstellung fur den zwischenliegenden realen Fall der stetig zunehmenden Dichte hátte 
grùnden kònnen. 

Die von Laplace in seiner »L’Exposition du Système du Monde« gegebenen allgemeinen Umrisse 
seiner kosmogonischen Theorie sind erst von E. Roche einer eingehenderen mathematischen Behandlung 
unterzogen vvorden. 1 Wesentliche Ergánzungen und Modifìkationen erhielt diese Theorie durch Poincaré. 2 

Es sind insbesondere die Ausfuhrungen von Roche, die vielfach Anregungen zu einem 
weiteren Ausbau dieser Theorie bieten, ja stellenweise einen solchen notvvendig erscheinen lassen, 
um so mehr, als die auf dem anderen eben erwàhnten Gebiet entstandenen neuen Anschauungen eine 
Revision seiner Darlegungen verlangen. 

Eine Vervollstándigung der Laplace-Roche’schen Kosmogonie in diesem Sinne soll der Zweck der 
nachfolgenden Untersuchungen sein, die auch Anhaltspunkte fùr eine quantitative Abschàtzung bieten 
sollen, insofern der behandelte kosmogonische Prozefl fiir unser Sonnensystem in Frage kommt. 


i. Die Niveauflàchen der Gashlille. 


Es sei M die Masse der zentraìen Verdichtung, deren Dimensionen aìs unendlich kíein ange- 
nommen werden, w die Rotationsgeschvvindigkeit der Nebelmasse, r die Distanz eines Punktes derselben 
von M , 0* der Winkel von r mit der Rotationsachse, dann ist die Gleichung einer Niveauflàche 


k 2 M 

-b 

r 


OJ- 

— r 2 sin 2 d 
2 


C 


zugleich auch die Gleichung der Meridiankurve dieser Rotationsflache. Ftihrt man den Parameter r 0 
durch die Gleichung 

„ k 2 M 


so ist r„ jene Distanz in der Àquatorebene, in der sich die Attraktion von M und die Zentrifugalkraft 
das Gleichgewicht halten. Die Gleichung kann dann in die Form gebracht werden 

2 r 2 sin 2 ft _ 3 c 

r r 0 3 r 0 

wo c eine willkurliche Konstante, und zwar eine wesentlich positive, dimensionslose Zahl ist. Diese 
Gleichung dritten Grades in r, der man auch die Form 

(-L_ sin ^ — 3<r- ~ sin & + 2 sin & = 0 
\ r 0 ) r 0 


i Siehe E. Roche: Mémoire sur la figure d’une masse fluide soumise à l’attraction d’un point éloigné. P. 1., 2. u. 3. 

Acad. des sciences ct lettres de Montpellier. 1849, 1850 u. 1851. Ferner: Mémoire sur la figure des atmosphères des corps 
célestes ibid. 1854, und insbes.: Essai sur la Constitution et l’origine du Système Solaire. lbid. 1873. 

Sielie H. Poincaré: Lecons sur les Hypothèses cosmogoniques. Paris, 1911. 
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geben kann, hat nur dann reelle, positive Wurzeln, wenn 

c 3 > sin 2 {>, 


und zwar sind die beiden positiven Wurzeln gegeben durch 

r . n ^ í iz 1 sin 

— smd' — 2 \/c cos — dz — arc cos - 

r 0 \ 3 3 


Ist demnach 1, so sind sámtliche Werte aiso geschlossene Kurven, beziehungsweise geschlos- 
sene Niveaufìàchen moglich, wàhrend fùr 1 ein Grenzwert f> 0 existiert, der durch sin& 0 = c J S* 
gegeben ist, so daft die Niveauflàchen nicht geschlossen, physikalisch also bedeutungslos sind. 

Aus 


dr 

rdd 1 


j sintfcos# 


erhàlt man die extremen Werte von r fùr # = 0 und i> = 


7t 


Als Polarachse, f> = 0, erhàlt man 


R 


i 



und 


r = oo. 


Fur die Àquatordimension, =r — , existieren' nur fùr c > 1 reelle Grùfien, die gegeben sind durch 


R 0 = 2 r 0 \/ c cos [ — + - arc cos - ~- 
3 3 c'L 


und 


K = 2 r o \/ c cos (arc cos --j-\. 


Setzt man \Jc— - - , so sind diese beiden Werte 

</cos Y 

cos \/ 3. sin — 
3 3 


Da 


\/ cos y 


cos — =F \/3*sin ( “^8 /cosy 
3 3 >V 


ist (die Ausfùhrung ergibt die evidenten Ungleichungen 

2 sin — 7 \/ 3 ^ 0, 

3 > 

wo 7 im ersten Quadranten ist), so ist daraus ersichtlich, daí3 R 0 < r 0 , R 0 > r 0 ist. 

Die Meridiankurve besteht also im Falle o 1 aus zwei getrennten Zweigen: einem geschlossenen 
mit den Hauptacbsen R 0 und R v und einem Zweige, der die Àquatorachse im Punkte R f 0 schneidet 
und asymptotisch gegen eine zur Rotationsachse parallelen Geraden verláuft. Der erstere liegt 
ganz innerhalb, der letztere ganz auBerhalb eines Kreises mit dem Halbmesser r 0 . Offenbar hat nur 
der erstere physikalische Bedeutung. 
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Fùr diesen ersten, geschiossenen Zvveig der Meridiankurve ist also 


2 1' \J c f t 1 sin i)’ 

r = -——• cos — H-arc cos - 


sin í> 




Die Reihenentwicklung ergibt 

2 i' 

r = —.l±[ 1 

3 c 


2 ^sinM> 2 4 sin 4 {> 

3 3 c 3 3 5 r 6 


2 ./ 
— r n cosh v 

3 


Die beiden Achsen 


1 


1 


2 2 


— (cos 7 sin f >) 2 
3 3 


2 4 


— (cosy sin F ) 4 


R 0 — 2 r 0 


cos — (tt + y) 
3 


und — r 0 cos% 7 

3 


cos 1 / 3 7 

nehmen mit wachsendem c ab, die Niveauflàche nàhert sich der Kugelgestalt, da 

1 


lim R ' 


lim 


3 


cos 7 


= 1 ist. 


T-y cos 


Tl + 7 


Von besonderer Bedeutung fur die kosmogonischen Vorgànge ist der Grenzfall c= 1. 
Die beiden Achsen des geschlossenen Zweiges werden hier 


R 0 = r 0 und R ± 


2 

: — r. 


der Aquatorhalbmesse'r ist also gleich der Distanz, in welcher sich Attraktion und Zentrifugalkraft 
das Gleichgewicht halten. Es wird weiter R f 0 = R 0 = r 0 : die beiden Zweige vereinigen sich hier in 
einem Doppelpunkt, in welchen die Tangenten an beiden Zweigen einen Winkel von 120° ein- 
schlieOen . 1 Die entsprechende Niveauflàche hat also eine linsenartige Form, mit der Kante in der 
Àquatorebene. Die Gleichung der Meridiankurve ist 

"2 7 sin 2 b __ 3 

r r 0 3 r 0 ’ 

\\ r oraus 

. & 

sm — ■ 

r=2r ° Hr 


folgt. Fùr den Winkel zwdschen dem Radiusvektor und der Normalen erhàlt man 


tg (n, r) 



\/( 3 r ~ 2 r 0 ) (r + 2 r 0 ) = + 

3 V 


sin -- 




sin 


t> 

sm — 
3 

sin í> 



Ist c < 1, so hat f> den Grenzwert i > 0 aus 

sin 2 = c 3 , 

J Uber diese und andere Eigenschaften der Meridiankurven fìnden sich in etwas anderer Formulierung ausfiihrlichere 
Darstellungen in den oben erwáhnten Arbeiten von Roche und Poincaré. Vergl. auch Tisserand: Méc. cél. t. IV chap. 14. 
















Aualyse der Lapìace'schen Kosmogouie. 395 

die Kurve schneidet also die Àquatorachse nicht mehr. Die beiden Werte von r falien fiir i> 0 zusammen 
r . 

und werden gleich —-: der Radiusvektor beriihrt die Kurve, die also hier von Einem zusammen- 
c 

hàngenden Zv\ r eig gebildet vvird, der in der Disfanz 


die Rotationsachse schneidet und asymptotisch zu einer zu dieser Achse parallelen Geraden verlàuft. 
Ist 1 nur vvenig von der Einheit verschieden ; etvva c= 1—s, wo s eine kleine Grofie erster 
Ordnung ist, so ist der beruhrende Radiusvektor r 0 (l4*s) und bildet mit der Àquatorebene den 
Winkel s/sT. 


2. Abtrennungsprozefi. 


Fúr den Ausgangszustand wird man die Nebelmasse als begrenzt von einer geschlossenen Niveau- 
flàche anzunehmen haben. Ihre Hauptachsen seien R 0 und R v vvobei also R 0 <zr 0 ist. Der Ent- 
wicklungsprozefi wird bedingt sein durch die infolge der Wàrmeausstrahlung stattfìndende Kontraktion 
der Nebelmasse, so dafì die mit der Zeit stetig zunehmende Dichte derselben als unabhàngige Ver- 
ànderliche zu betrachten und zunàchst die Frage zu erledigen ist, in welcher Weise dadurch die 
Parameter der begrenzenden Niveauflàche geàndert werden. 

Die Abhàngigkeit von der Dichte ist durch die Forderung gegeben, dafì die Masse, das Rotations- 
moment und die GroOe oj 2 r 0 , gemàfi der Defìnition von r 0 , konstant bleiben míissen. 

Ist m die Masse, q die (mittlere) Dichte der Nebelhíille, so ist 


m = 


= q Jr 3 sin í> d 


wo r der Wert ftir die Oberflàche ist, also nach dem frtiheren 


wenn die Reihe 


gesetzt wird. Es ist also 




2 2 sin 2 d' sin* 1 $ 

_) - 1 — — 1 _.,, 

3 3 c 3 3 5 í 6 


— Rif (’k c ')> 


, 2 2 sin 3 » 

1 H-- 

3 3 c 3 


2 A sin 1 í> 


> + .... =f(»,c) 


ÍC 


4 7r 

m = —q 
3 




sin t> d ih 


Die Ausfuhrung der Integration ergib't ftir die ersten Glieder 


in = 


! 2 r 0 y 
3 \ 3 c ) 



1 256 1 

-j- 

c 3 3645 r 6 


oder 


, 2 3 1 2 8 1 
1 -P f- - + . 

3 3 6' 3 5 . 3 6 6: 6 


4 % o 

= — qR\F(c). 

O 


4 ÍC 3 

iii = •- q A\ 

3 













300 


K. Hillebr and , 


Fur das Tràgheitsmoment bezuglich der Rotationsachse ergibt sich 

1t 1Z 

2 2 " 


J=K~q sin3 = q ^ sin3 


woraus die Reihenentwicklung folgt 


J= 4^f2r^Y2_ 
3 c ) 3 


16 1 


640 1 


27 c 3 1701 c e 


2 4 ir q 


J = 


Rì 


( 2 4 1 5 . 2 7 1 
1 4-f- 


3 3 


7.3 5 c 6 


oder 


AlM.fi* flW . 

o 3 


Da /to und wV 3 unveràndert bleiben, so sind demnach 


q — F (c) = H, o) q — F t (c) = K y o ) 2 r 3 = C Konstante. 


Die Elimination von to und r 0 ergibt, daí3 

' f !<c> K- 

konstant bleiben mu 6 . Wird nach einer bestimmten Zeit die Dichte q in — vergrofiert, vvo X < 1 àls 

X 3 

Kontraktionsfaktor der mittleren linearen Dimension der Nebelmasse aufgefaSt werden kann, und geht 
c gleichzeitig in c*{ uber, so muB nach der letzten Bedingungsgleichung 

Ft^FMn) 

' Fl(c) ’ F^(c) ‘ 

Der Faktor von X ist vvenig von der Einheit verschieden und àndert sich nur sehr làngsam mit 7 , so 
daB man in erster Nàherung 7 — \^X annnehmen kann. Es ist daher auch 7 < 1, das heiùt, eine lineare 
Kontraktion X verkleinert auch das c der begrenzenden Niveauflàche auf c^/\. Eine genauere Ermitt- 
lung von 7 kann an diesem Resultat wesentlich nichts àndern. Denn setzt man etwa 


so ist nàherungsweise 

_ 1 + 8 . £ _ F i (fl) _ t + 16 . _L 

F(c) 27 c 3 F^c) 27 c 3 

und der Faktor von 

. . 40 s , 

X : 1 4 --, daher 

81 c 3 


_ 3/ 


tyx 1 + 


40 s \ 
243 c 3 j 


so da 6 die Abnahme von c etvvas vveniger rasch vor sich geht, als die Proportionalitát mit angibt. 

40 £ £ 

Da 7 nahezu gleich 1 + - -— ist, so bleibt jedenfalls 7<1 bestehen. Da nun der ursprung- 


lichen geschlossenen Niveauflàche ein 0 1 entspricht, so nàhert sich mit zunehmender Kontraktion 
die Oberfláche der Nebelmasse immer mehr und mehr jener Grenzflàche c= 1 , fùr die die Attraktion 
im Áquator gerade durch die Zentrifugaìkraft kompensièrt wird. 
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Was die Ànderung der beiden íìbrigen Parameter co und r 0 anbelangt, so fùhrt ihre Abhángigkeit 
von X zu folgendem Resultat. 


Aus 


— - F(c) 

C <o 2 c 3 


folgt, wenn w durch die Kontraktion in vw iibergeht, dafi 

_L ZM- 

v 2 X 3 y 3 F(c) 


somit nach Substitution filr 7 


= j_ . L L) = j_ L _ 8 . 


F(c) j F t (c 7) X 2 


81 c 3 


das heiBt: die Rotationsgeschwindigkeit vergrofiert sich nahezu im Verhàltnis — • 

X 2 

Ist [j. der Reduktionsfaktor fiir die Grenzdistanz r 0 der geschlossenen Flachen, so erhàlt man aus 


<oVg=C 


V 2 [J. 3 = 1 


woraus 


10 


-A( F i(c'()V (F(c) 


oder nàherungsweise 


[í = X 3 


ìx = XM 1 


F t (c)ì \F(ci) 
16 £ 


243 c 3 


folgt. 


Wàhrend sich also die linearen Ausdehnungen der Gasmasse auf das X-fache reduzieren, ziehen 

A 

sich die Dimensionen der Grenzfláche auf das Xs-fache zusammen, also rascher als die ersteren: die 
Kontraktion bewirkt also eine bestàndige Annàherung dieser àufíersten geschlossenen Niveauflàche an die 
Oberfláche der Nebelmasse. 

Die einzelnen Dimensionen der letzteren àndern sich naturlich nicht streng im Verhàltnis X ? 
wenn man immer das sofortige Annehmen der der neuen Dichte entsprechenden Gleichgewichtsflgur 
voraussetzt. 

Ist p. der Reduktionsfaktor fur den Radiusvektor 


so ergibt sich aus dieser Gleichung 


r = PjLf(Z ìC)> 

O C 


I = ? f F ( c ) V PMll 

\F(cjjl f(»,c) 


oder nàherungsweise 


p = x 


' . 8 £ 

/. 3 . \1 


1-sin 2 & 

— 81 T 3 " 

[ 2 )\ 


Die Àquatorachse R 0 reduziert sich also auf den Betrag X R 0 1 4 * 


Xf?, [1 -— — 

1 81 c 3 


4 £ 

81 c z 


, die Polarachse auf 


. Wie man sieht, wird die Abplattung groher. 


J? 0 -J?, = 21 _L[ 1 ++ 


R„ 3 " c' :c" c' 


Der ursprùngliche Wert 
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oeht nach der Kontraktion iiber in 


R n 


R n 


R. 2 2 

—- H- 

3 3 


R, 

Ro 


Solange nun o 1, demnach R 0 < r 0 ist, vollzieht sich die Kontraktion der Nebelmasse ohne 
Anderung ihres Zusammenhanges.- Schlieí31ich wird, gemáfi den gegebenen Proportionen der Ànderungen 
der Parameter, fíìr die Oberíìàche jene Grenzflàche c = 1 erreicht werden, deren Aquatorachse R 0 = r 0 
bis zu jenem singuláren Punkt reicht, in welchem sich die Anziehung der zentralen Verdichtung und 
die Fliehkraft das Gleichgewicht halten. Um.die Grofienordnung der zur Erreichung dieses Zustandes 

nòtigen Kontraktion zu erhalten, hat man hier 7 “ — zu setzen, daher mit geníigender Annàherung 

c 

zu ihrer Bestimmung X = — . 


Mit derselben Genauigkeit kann hier fíir die Masse der Nebelhiille 


4 71 

3 


\ 3c 


gesetzt werden, woraus mit Berúcksichtigung von rj> o> 2 = k- M folgt 

3 \ s 3 w o ) 2 
2/4 t/ q M ' 


X = 


1H 4 7í 

Versteht man unter R einen mittleren Radius der ursprùnglichen Nebelmasse, so dafi—= R z 

q 3 


ist, so wird 


x=iiy 


1 o*R 
k 2 M ’ 


R 2 


das heifit, die zur Erreichung jener Grenzfigur nòtige lineare Kontraktion ist ihrer Gròfienordn-ung nach 
bestimmt durch das Verháltnis der Fliehkraft im Àquator zur Anziehung der zentralen Verdichtung auf 
der urspríinglichen Begrenzungsfláche. 

Bei einer weiteren Kontraktion, welche die physischen Dimensionen auf das X-fache verringert, 
werden die Dimensionen der àufiersten geschlossenen Niveauflàche auf das Xs-fache reduziert, sie fállt 
also innerhalb der physischen Oberfláche, die aufierhalb liegende Schichte wird sich lángs einer um 
den Àquator offenen Niveaufláche auszubreiten suchen, das heifit also: in der Àquatorebene abstròmen. 

Dieses Abstròmen wird nun allerdings nur bis auf relativ kleine Distanz uber r 0 stattfìnden: die 
Niveauflàchen setzen die allen Massenteilchen gemeinsame Ròtationsgeschwindígkeit voraus; bei der 
hier erfolgenden starken Zerstreuung der Materie ist kaum anzunehmen, dafi die Rotationsgeschwindig- 
keit erhalten bleibt, die lineare Geschwindigkeit also proportional der wachsenden Distanz zunimmt. 
Die abstròmenden Gasmolekule werden vielmehr schon in unmittelbarer Nàhe der Distanz r 0 selbstándige 
Bahnen zu beschreiben beginnen und das um so eher, als — wie eine spàtere Uberlegung zeigen vvird 
— die innere Reibung bei dem ganzen Prozefi kaum eine merkliche Rolle spielen kann. Da nun fur 
die Àquatorpunkte die Relation <ú 2 rl = k 2 M besteht, so ist fùr die aus der Umgebung des Àquators 
abstròmenden Teilchen die Bedingung einer Kreisbahn nahézu erfùllt. 

Der Abtrennungsprozefi der Àquatorteilchen wird also in der Weise stattfinden, dafi diese in der 
Àquatorebene abgelagert werden mit der ihrer Distanzen entsprechenden Kreisgeschwindigkeiten, so 
dafi die abgelòste Materie eine flache Scheibe bilden wird, deren Umlaufsgeschwindigkeiten von ihrer 
Distanz a vom Zentrum des Nebels nach der Relation co -a* = k 2 M abhàngen. 

Die aus hòheren Breiten tàngs der Niveaufiáche c = 1 gegen den Àquator ableitenden Teilchen 
haben eine kleinere lineare Geschwindigkeit, dringen also in der Àquatorebene in mehr oder weniger 
exzentrischen elliptischen Bahnen wieder in das Innere der Nebelmasse. 

Der ganze Prozefi wùrde auf diese Weise ein kontinuierlicher sein und insbesondere keinen Anlafi 
zur Bildung isolierter ringartiger Abtrennungsfiguren geben. 
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3. Ringbildung. 

a) Innere Ringe. 

Die Bildung innerer Ringe, auf deren Moglichkeit zuerst Roche aufmerksam gemacht hat, beruht 
auf dem Umstand, daí3 die aus hòheren Breiten abstròmenden Teilchen der áufiersten Nebelschichte 
wieder, wie eben erwahnt, in das Innere der Nebelmasse eindringen. 

Die Geschwindigkeit eines aus der Poldistanz in die Àquatorebene gelangenden Teilchens ist 

a- 

g = o) v sin -8- = 2 w r 0 sin —, 

3 

wird also in dieser um M als Brennpunkt eine Ellipse beschreiben, deren Apheldistanz r 0 ist und der 
eine Aphelgeschwindigkeit g entspricht. Ist g 0 die Geschwindigkeit eines Àquatorpunktes vermòge der 
gemeinsamen Rotation, so ist 


<§■0 = r o = k 


IM 
V r o 


& 

und £=2£ 0 sin — . 

o 


Fur die Halbachse a und die Exzentrizitàt £ der elliptischen Bahn fìndet man aus 

a( 1 4- s) = r 0 und 


k 2 M 1 — s 9 . ? H 

---= 4 gó sm á — 

a 1 -f- £ 3 


:= 1 — 4sin 2 - 


3 


a = 


1 


1 — 2 sin 2 — 
3 


die Periheldistanz 


? = ■ 


2 r 0 sin 2 — 
3 

d' 

1 —2sin 2 — 
3 


und den Parameter 


P — 4r 0 sin 2 —. 


Die Geschwindigkeitskomponente im Radiusvektor 

dr 7g _ _ s sin v 

-J7 = k M - 7 — =A' 
dt \J p 


1 — 4 sin 2 - 


2sinA 

3 


sin v, 


wo v die wahre Anomaiie des Partikels in der elliptischen Bahn bedeutet. 

Da der Schnittpunkt zweier zum selben ^ gehòrigen Bahnen gleichen, entgegengesetzten Anomalien 
entspricht, so wird der Totaleffekt des Durchkreuzens aller dieser elliptischen Bahnen im Durchschnitt 
das Nullwerden dieser Radialkomponente nach sich ziehen; im selben Sinn wirkt auch ein mòglicher- 
weise merklicher Widerstand der rotierenden Hauptmasse. Es werden also schliefìlich nur Geschwindig- 
keiten senkrecht zum Radiusvektor erhalten bleiben kònnen, also Kreisstròme resultieren (die Roche’- 
schen »inneren Ringe«). 

Die Winkelgeschwindigkeit in der ursprunglich elliptischen Bahn ist gegeben durch 


dv __ k\JMp 
dt ~ r 2 


w 


8 sin 3 


1 + | 1 —4sin 2 — Icosí; 

3/ 


2 o) sin 


* ri 


r* 
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ulso im Perihel 


daher 


dv\ __ 

Tt)~ 


2 sin 3 


l_2sin*AV. 



> (0 . 


Die Distanz vom Zentrum, in welcher sich die resultierenden Kreisstròme bewegen werden, hàngt 
lediglich davon ab, einen wie groBen Widerstand man der rotierenden Hauptmasse zuschreiben will. 
Ist dieser als unendlich klein zu veranschlagen, so werden nach Vernichtung der Radialkomponenten 
nur jene Bahnen von dauerndem Bestand sein, die die Bedingung der Kreisbewegung um ein Attraktions- 
zentrum erfullen, fur welche als die Winkelgeschwindigkeit 

dv _ k \J M 

d t 


das ist aber nach dem Flàchensatz fur r—p erfullt. 

Ubt also die rotierende Gasmasse keinen merklichen Widerstand aus, so werden sich die aus 

& * 

der Poldistanz 0- abstròmenden Teilchen zu einem inneren Ring vom Radius 4 r Q sin 2 — vereinigen, 

3 

mit einer der Kreisbahn entsprechenden Rotationsgeschwindigkeit, die demnach gròfier ist als die 
gemeinsame Rotation der Hauptmasse, nàmlich 


8 sin 3 




Setzt man hingegen einen erheblichen Widerstand der Gasmasse voraus, so werden die gunstigsten 

dv 

Bedingungen fiir die Umwandlung in einen Kreisstrom dort sein, wo — = o) ist, nach ,der obigen 

dt 


Relation also in einer Distanz 



die demnach gròfíer ist, als der demselben $ entsprechende Ringradius bei vernachlàssigbarem 
Widerstand. 

Es entsprechen also jedem Breitenkreise $ der abstròmenden Schichte zwei bestimmte Radien 
von Kreisbahnen innerhalb der Nebelmasse, je nachdem der Widerstand der letzteren als unmerklich 
oder als die Vorgànge beeinflufiend angenommen wird, die also gegeben sind durch 


/2~4r n sin 2 — und 
3 


h'=r 0 




Die Existenz dieser Kreisstròme fiihrt Roche zur Vorstellung der Bildung innerer Ringe, die das 
Bestehen solcher Begleitkòrper erklàren sollen, die sich innerhalb der Grenzdistanz r 0 bewegen, die 
der gegenwàrtigen, also maximalen Rotationsgeschwindigkeit eines Hauptkòrpers entspricht, mit anderen 
Worten: innerhalb der theoretischen Atmosphàrengrenze des letzten Entwicklungsstadiums. 

Roche setzt voraus, dafi ein derartiger Kreisstrom ein Kondensationszentrum fur die umgebenden 
Massen bildet und so Anlafó zur Bildung innerer Ringe gibt (s. »Essai....« p. 246). 
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Ein solcher Vorgang ist indessen kaum wahrscheinlich, da sich die Kreisstròme der einen oder der 
anderen Art kontinuierlich uber die Àpuatorebene der Nebelmasse verteilen und im allgemeinen keine 
irgendwie bevorzugte Kondensationsdistanz eintreten wird. Die Moglichkeit einer solchen ist aber immer- 
hin nicht ausgeschlossen, allerdings auf eine von der Roche’schen Anschauung verschiedene Weise. 

Man kann nach dem fruheren annehmen, daí3 die Dimension der abstromenden Schichte in der 
Richtung des Radiusvektors diesem proportional ist, die Dicke der Schichte also gegeben ist durch 

s r cos (r, n), 

wo s eine sehr ldeine konstante Gròfie und <£(r, n) der Winkel zwischen dem Radius und der Fláchen 
normalen ist. Auf dem Oberfláchenelement 

r 2 sin ftdftdtp 
cos (r, n) 

liegt also ein Massenelement der Schichte, welches proportional ist der Gròfie 

sm à - - 
3 

s r 3 sin d » d v = 8 s rì ' d$ d cc. 

‘ sin 2 $ 

Dieses Massenelement gelangt nun durch den friiher gegebenen \ r organg in die Àquatorebene im 
Innern der Nebelmasse, und zwar in die Distanz h und bedeckt dort das Flachenelement hdydlv, die 
Dichte der eingedrungenen Materie wird demnach an dieser Stelle proportional sein der Gròfie 

s r 3 ‘sin $ d {> 
hdh 

Bei der Kreisbahnbildung ohne Mdderstandseftekt ist 

tì 32 ^ 0- 

h — 4 7 o sin 2 —, hdh — - rl sin 3 - cos —, 

3 3 3 3 


demnach die Dichte proportional der Gròfie 


z> = ® • 

4 


S7n 


sin 2 {> cos — 
3 


Der variable Faktor . fállt vom Anfangswert oo bis zu einem Minimum bei i> = 84° 52' 

sin 2 f> cos — 


im Betrage von 1-145 und wird fíir {> = 90° gleich 1 # 155. Anfangs- und Endwert sind natiirlich fiir* 
die Bildung der inneren Kreisstròme belanglos, da die Umgebung von {> = 0 sich mit der zentralen 
Verdichtung vereinigen wìvd, wàhrend die von {> = 90 der sich abtrennenden Materie angehòrt. 

Der zweite Fall, die Bildung von Kreisstròmen bei merklichem Widerstand, gibt fiir die Dichte 
derselben 

s r* sin $ d {> 


tídh* 


wo tí = r 0 v j 2 sin -- ist. Die Substitution gibt fúr die analoge proportionale Gròfie 


sin» . 


sin 


/)'=24í 


sin 2 9- cos — 
3 
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eine Gròfie, die mit dem Wert Null beginnt und — wie leicht einzusehen ist, bis $ = 90° bestàndig 
anwàchst. 

Man sieht, daí3 keine dieser Dichteverteilungen fiir sich Anlaft zu einer ringartigen Konzentration 
innerhalb der Nebelmasse bietet. 

Zur besseren Ubersicht der. beiden Verteilungen sollen die Proportionalgrofien D und D f als 
Funktionen des Abstandes vom Zentrum der Nebelmasse gegeben werden. 


& 


Setzt man — = p, so ist ftir Z) : p = 4 sin 2 — und fur D f \ p=w 2sin- 
rn 3 V 


è 


so wird dann 


r 0 



Man erhàlt daraus 


Das Minimum von D 


p 

D 

D' 

o-o 

oo 

0-000 

o-l 

4-839 

0-013 

0-2 

2-617 

0-053 

0-3 

'1-902 

0-121 

0-4 

1-559 

0-218 

0-5 

1-368 

0-350 

0-6 

1 • 255 

0-533 

0-7 

1-189 

0-796 

0-8 

1-155 

1-208 

0-9 

1-145 

2-436 

1-0 

1-155 

3-464 

1•1448 

ist bei p = 0-898. 



Wie aus der Gleichung 




1 

2 

= 3p* 


hervorgeht, sind die Dichten in beiden Fàllen fur die Distanz p = 0*79 dieselben. 

Nun folgt aber aus den bisherigen quantitativen Beziehungen der bemerkenswerte Umstand, dafi 
eine Verschiedenheit des physikalischen Verhaltens der Schichten der Nebelmasse Verànderungen in 
der Dichteverteilung der inneren Kreisstròme hervorbringen, die den Charakter von ringfòrmigen 
Kondensationen haben kònnen. 

Es sei beispielsweise die zentrale Verdichtung so beschaffen, dah auftreffende Massenteilchen 
von ihr festgehalten, also dauernd der Nebenhulle entzogen werden, von- letzterer werde aber kein merk- 
licher Widerstand geleistet. Dann kommen fur die Ringbildung nur jene Teilchen in Betracht, deren 
Periheldistanzen gròfier sind als der Àquatorhalbmesser dieses zentralen Kernes. Es sei dieser p 0 in 
Einheiten r 0 ; da die Periheldistanz q, die dem Breitenkreis $ entspricht, 


í = 


2 r 0 sin 5 


£ 


1 —2 sin 2 — 
3 ’ 
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\ 


ist, so ist der Grenzwert gegeben durch 


3 



und die Strome werden aus Partikeln gebildet, deren urspriìngliche Poldistanz war. 

Die innerste Kreisbahn erster Art ist daher vom Radius 



Po 

1 + Po 


also bei der hier immer vorausgesetzten Kleinheit von p 0 in nahezu doppelter Àquatordistanz. Zieht 
man nun dabei den Umstand in Rechnung, dafi die Dichte D dieser Kreisstròme in gròí3erer Distanz 
relativ gering und nur wenig variabel ist, in unmittelbarer Umgebung der Zentralmasse aber auí3er- 
ordentlich rasch ansteigt, bei p aber nahezu unvermittelt auf Null sinkt — Zusammenstoí3e in dieser 
Region <p lassen Tangentialgeschwindigkeiten iibrig, die das Teilchen wieder aus dieser Zone bringen 
— so resultiert offenbar etwas aufierhalb p eine ausgepràgte ringartige Kondensation. 

(Es mòge hier bemerkt werden, dafi die Gesamtbeit der Saturnringe diesen Verháltnissen ent- 
spricht). Es ist klar, dafi analoge, wenn auch vielleicht weniger ausgepràgte Schwankungen im 
Verlauf der Dichte der Kreisstròme eintreten werden, wenn man gewisse Zonen verschiedenen physi- 
kalischen Verhaltens der Nebelmasse annimmt, wie es auch in der Natur der Sache liegt. 

Die wahrscheinlichste Annahme wird wohl die sein, dafi unmittelbar nach der zentralen Ver- 
dichtung, die quantitativ die Hauptmasse nach der Laplace’schen Hypothese bildet, eine Zone merklichen 
Widerstandes mit der hinzukommenden Dichteverteilung D' folgt und erst in den àufieren Schichten 
die Bedingungen fur die von der gemeinsamen Rotation unabhàngigen Kreisbahnen gegeben sind. 

Nimmt man, um nur dem Wesentlichen dieser Verhàltnisse Rechnung zu tragen, in der Àquator- 
distanz p x ein sprungweises Aufhòren der Widerstandsfàhigkeit der Nebelhíille an, so wird die Ver- 
teilung D sicher bis zur Distanz 


stattfìnden, weil bis zu diesem Wert p t die entsprechenden & Ellipsen ergeben, deren Periheldistanzen 
aufierhalb p x liegen, das heifit: von der Oberílàche der Nebelmasse an bis zur Distanz p^^-p^ werden 
ausschliefilich Kreisbahnen auftreten, die der von co unabhàngigen Keppler’schen Bewegung entsprechen. 
Da $=90° oder p= 1 schon der sich nach Aufien abtrennenden Materie angehòrt, so.kann man 
annehmen, dafi die Dichte dieser inneren Kreisbahnen erster Art von dem Minimalbetrag unmittelbar 
unter der Grenzfìàche bis zur Distanz p x in der in der Tabelle angegebenen Weise ansteigt. 

Andrerseits ist aber klar, dafi keine derartigen Kreisbahnen mehr gebildet werden kònnen, wenn 
die Stelle an der die laterale Gescbwindigkeitskomponente der Kreisbewegung entspricht, inner- 

halb p^ liegt. 

Es wird daher die Dichte D dieser Kreisbahnen innerhalb p x zunàchst weniger rasch zunehmen, 
als es bei ausschliefilichem Vorkommen dieser Bahnen, wie es die Tabelle voraussetzt, der Fall sein 
wíirde — schliefilich abnehmen und in p ± Null werden. Es ist demnach hier wieder die Bedingung 
fiir ein Maximum, also fur eine ringartige Kondensation fur die von der gemeinsamen Rotation 
unabhàngigen Kreisbahnen gegeben, und zwar an einer zwischen p x und p x liegenden Stelle. 

Innerhalb p x werden nur Kreisstròme von der gemeinsamen Rotationsgeschwindigkeit co auftreten, 
deren Dichteverlauf D' demnach bis p x den in der Tabelle gegebenen Zahlen entspricht. 

Aufierhalb p x wird die Dichte D' dieser Bahnen rasch auf Null sinken, also auch fiir diese, die 
bis p^ anwàchst, ein Maximum eintreten. 



404 


K. H ill ebr a n d, 


Nebenbei bemerkt wird auch D' nicht schon von der Oberíláche des zentralen Kernes von Null 

ansteigen, sondern erst von der Distanz 2 .—- • an, wenn p 0 der Àquatorhalbmesser des Kernes ist, 

1 +Po 

also in einer Entfernung p 0 . -— von der Oberflàche des letzteren, die bei der Kleinheit von p 0 

1 + Pò 

nahezu gleich dieser Grofie ist. 

Wie der tatsàchliche Verlauf voh D und D f zwischen p t und p x stattfindet, ist ohne einer weit- 
làufigen Wahrscheinlichkeitsbetrachtung, die aufierdem auf ziemlich willkiirlichen Grundlagen aufgebaut 
sein miifite, schwer anzugeben; das Wesentliche der gegebenen Folgerungen liegt in dem Umstand, 
dafi fiir beide Arten von Kreisstròmen innerhalb dieser Zone eine Maximaldichte existiert: fur D' in 
der unmittelbaren Umgebung von p A und fur D etwas innerhalb > p r Im allgemeinen wird das 
innere — fùr D' geltende — Maximum um vieles kleiner sein als das àufiere, durch D gegebene. 
Die Superposition beider in dieser Zone wird fùr die Maximumstellen, m denen die Dichte der anderen 
Bahnen verschwindend klein ist, bedeutungslos sein. 

(Nimmt man als Grenze p x des verschiedenen Verhaltens der Nebelmasse etwa 0*5 an, so ist 
die Dichte D r im ersten Maximum durch die Zahl 0*35 gegeben. Dann ist ^=0*67, in die innere 
Umgebung dieser Distanz fállt das zweite Maximum Z), das ungefàhr der Zahl 1*3 proportional ist, 
also etwa den vierfachen Betrag des ersten hat.) 

Das Ringsystem des Planeten Saturn wùrde dem Sinn dieser Folgerungen entsprechen. 

Roche denkt sich diese inneren Kreisstròme, herrùhrend von den erkalteten Partikeln der Ober- 
flàchenschichte, von wesentlich anderer Konstitution als die Ncbelhùlle, etwa als Meteoritenstròme 
in dieser. 

Es mufi hier noch auf einen Umstand hingewiesen werden, der fùr die Vorgànge bei der Bildung 
àufierer Ringe von Belang sein wird. 

Fur die aufierhalb p t sich bildenden, von co unabhàngigen Kreisstròme kònnen, wie oben bemerkt, 

V 

nur solche ursprunglich elliptische Bahnen in Betracht kommen, fùr welche der Parameter — > p 1? 

U 

weil nur dann in der widerstandslosen Region die fùr eine Kreisbahn notwendige Winkelgeschwindig- 
keit erreicht wird. Diese Bedingung gibt als Grenze eine ursprùngliche Poldistanz $ v die bestimmt 
ist durch 

. 1 , 

Alle Teilchen, deren ursprungliche Lage ■fr<d 1 vvar, werden zu den Kreisstròmen zweiter Art 
innerhalb der Widerstandszone p t beitragen. Nun entspricht andrerseits nach dem Obigen die Winkel- 
geschwindigkeit co in der Distanz p t einer elliptischen Bahn, die aus der Poldistanz erzeugt wird, wo 

. «4 1 o 

8m T = 7 pí ’ 

demnach t>i < ist. 

Die aus der Zone zwischen f> 0 und abstròmenden Te-ilchen werden also die Winkelgeschwindig- 
keit co in einem Punkt ihrér elliptischen Bahn erreichen, der innerhalb des Bereiches p t liegt und damit 
den angegebenen reguláren Verlauf der Dichte D’ ergeben. Die aus der Zone zwischen und nehmen 
aber insofern eine Ausnahmsstellung ein, als sie aufierhalb eine zu geringe Winkelgeschwindigkeit 
haben, um eine Keppler’sche Kreisbahn in diesen widerstandslosen Aufienraum auszufùhren, also in 
den Raum p t gelangen miissen, wo sie aber schon an der Grenze p x eine gròfiere Winkelgeschwindig- 
keit als co besitzen. Ihre Aufnahme in diesen Raum und die durch den Widerstand bewirkte Umwandlung 
ihrer gròfieren Winkelgeschwindigkeit in die gemeinsafne Rotationsgeschwindigkeit co wird einerseits 
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einen weiteren Zuwachs ùber dem gegen p t zu stattfìndenden reguláren Ansteigen der Dichte D 1 ergeben 
also ein noch ausgepragteres Maximum bei bewirken, andrerseits aber auch die Tendenz haben 
die Rotation dieses inneren Teiles mit merklichem Widerstand zu beschleunigen, ein Umstand, der fur 
die folgenden Betrachtungen von Bedeutung ist. 


b) Àufiere Ringe. 

Der oben nachgewiesene Abtrennungsprozefi besteht in einer kontinuierlichen Ablagerung von 
Teilchen der àufíersten abstròmenden Schichte aus der Umgebung des Àquators in der jevveiligen 
Distanz r 0 und mit einer Rotationsgeschwindigkeit, die die Bedingung einer Kreisbahn erfullt, so dafi 
in der Aquatorebene ein flacher Ring zuruckbleibt, in welchem die Rotationsgeschwindigkeiten to in 
den Distanzen r 0 nach dem Gesetze k 2 M verteilt sind, der sich also stetig bis an die jeweilige 

Oberflàche der Nebelmasse fortsetzt. Eine Abtrennung im eigentlichen Sinne, die Bildung isolierter 
ringfòrmiger Begleitmassen, fmdet nach dem Bisherigen demnach nicht statt. Es wurde dabei eine durch 
die Abkùhlung bedingte gleichmàfiige und gleichzeitige Kontraktion der ganzen Nebelmasse voraus- 
gesetzt und gezeigt, dafi einer linearen Kontraktion X der physischen Dimensionen der Masse eine 

4 

Reduktion X 3 der Dimensionen der theoretischen Atmosphàrengrenze entspricht, woraus das konti- 
nuierliche Abstròmen der àufiersten Schichte gefolgert werden konnte. Tatsàchlich wird nun eine 
solche gleichmàfiige Kontraktion nicht stattfinden kònnen, sondern als primàrer Prozefi bei den 
Oberflàchenschichten beginnen. Es kann gezeigt werden, dafi dadurch ein intermittierender Abtrennungs- 
vorgang, also die Bildung isolierter Ringe eingeleitet wird, und dafi die stàrkere Verkleinerung der 
theoretischen Grenflàche gegeniiber der der physischen Oberfìáche nur das durchschnittliche \ r er- 
halten dieser beiden Ànderungen anzeigen kann. 

Der Grund dieses Alternierens liegt in der Wirkungsweise zweier einfacher extremer Fàlle. 

Angenommen, eine Kontraktion erstrecke sich nur ùber-eine Oberfìàchenschichte von der reiativ 
geringen Dicke 8, deren Masse also proportional der Gròfie 

wo q die Dichte und R ein mittlerer Radius ist. 

Bei der Kontraktion bleibt — mit genùgender Nàherung — 



unveràndert. Die Masse’ |x der Schichte ist proportional (ru) 


u. ro q — 

R 



Mit der gleichen Nàherung ist das Tràgheitsmoment j der Schichte 


g / g \ 

j ro qR 5 — 114-2 — | oder 
R\ R) 

J^ixR'Ỳ + Xj. 


Wenn man nun auch voraussetzt, dafi die durch oberflachliche Kontraktion bedingte Beschleu- 
nigung sich zunàchst nur auf diese Schichte bezieht, also gròfier ist als nach Ubertragung auf die 
ganze Masse, so andert sich diese so, dafi w j konstant bleibt. Es werde also 3 in X 8 verandert, dann 


wird wegen <o a R 2 1 + ) = Const. aus to: io 

R 


1 + (1 — X) 


R 


und wegen <o 2 ro = Const. die Dimen- 
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% 2d Ò 

sionen der Grenzflàche in das 1-(1 — X) fache verwandelt, wàhrend der Reduktionsfaktor der physi- 

3 R 

g 

schen Dimensionen 1 —(1 — X) —. also kleiner ist: im Falle einer blo!3 oberflàchlichen Kontraktion 

R 

bleibt die Verkleinerung der Grenzflàche hinter der der physischen Oberílàche zuruck, es findet 
demnach kein Abstròmen statt. 

Nimmt man andrerseits an, die Kontraktion erstrecke sich nur auf den zentralen Kern M, dessen 
mittlerer Radius h 0 sehr klein gegen r 0 ist. Die Verkleinerung der àufieren Dimensionen der Nebel- 
hulle ergibt sich aus der Bedingung, dafi rjj— h 0 konstant bleibt. Wird h 0 in X h 0 geàndert, so geht 
die Àquatordimensionen r 0 auf einen Betrag 


R 0 — r 0 [ 1 


1 — 7 3 


hl \ 

rl) 


zuríìck, also um eine Gròfie, die numerisch hòher ist als dritter Ordnung in 


K 


. Es wird also zunàchst 


uberhaupt keine merkliche Ànderung in den Verhàltnissen der Oberfláche der Nebelhùlle eintreten, nur 
ein Zuruckweichen von der theoretischen Grenze um einen aufierordentlich kleinen Betrag. Letztere 
bleibt ja konstant, so lange die Rotation der àufieren Schichten nicht geàndert wird. Die Kontraktion 
des Kernes erteilt diesem eine vergròfierte Ròtationsgeschwindigkeit, die nach und nach ’auch den 
àufieren Schichten eine Beschleunigung erteilen wird, so dafi sehliefilich auch die Grenzflàche sich 
zusammenzieht. Man kann nun sofort erkennen, dafi diese Reduktion niedriger Ordnung, also ungleich 
gròfier ist, als die der physischen Dimensionen, so dafi also nach dem Ausgleich der Rotations- 
geschwindigkeiten ein Abstròmen der àufieren Schichte eintreten wird. 


Man kann fùr das Tràgheitsmoment J annehmen 


JcJhlM+rlm 


wo m wieder die Masse der Nebelhùlle ist. Nach der zentralen Kontraktion ist 


/ruX*ft8Àf + R\m 

woraus fur die geànderte gemeinsame Rotationsgeschwindigkeit <*>' folgt 



. X » + A(l_X»)ì.il 

3 r,. M 



m 

~M 


Da der zweite Teil des Zahlers viel hoherer Ordnung ist, so geniigt es zur Beurteilung der 
Grofienordnung der Ànderung von <o zu setzen: 

Jl— i 1 — X 2 

(o' . r\ in 

1 + -7- 

H M 


Die geànderte Grenzdimension r' 0 erhàlt man aus 



r'o 




2 1 — X 2 


h 


m 

~M 


3 
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Wahrend also die physischen Àquatordimension um den unmerklichen Betrag 



r 8 

' o 


r 


o 


zuriickgeht, verkíirzt sich die Distanz des Aquatorpunktes der Atmospharengrenze um die Gròfle 


2 


3 


1 —X 2 




m 

M 


die offenbar niedrigerer Ordnung ist, als die vorige, wie immer man auch die Gròfienordnung von 

gegen— veranschlagen will. 
r n 


Es ist jedenfalls 


oder 


in 

M 


1 —X 2 


J n_ 4 in_ 

hl ’ Af 


h 3 


X 2 

1 +x 


r 0 M r% 


woraus hervorgeht, dafl die Verkleinerung der physischen Dimensionen mindestens als eine kleine 
Gròfle zweiter Ordnung gegen die der Atmosphàrengrenze anzunehmen ist. Wáhrend also eine ober- 
fláchliche Kontraktion ein momentanes Zuruckweichen der Oberílàche der Nebelhulle vor der Grenz- 
ílàche zur Folge hat, wird eine zentrale Kontraktion zunàchst keine merkliche Ánderung an der 
Nebelhíille hervorrufen, nach einer gewissen Zeit aber, die durch die Wirkungsweise der inneren 
Reibung gegeben ist, ein Eindringen der Grenzflàche in die Nebelmasse und somit ein Abstròmen der 
áufieren Schichte veranlassen. 

Es kann gezeigt werden, dafl diese beiden entgegengesetzten Folgen einen gewìssen Rythmus 
in die àuflere àquatoriale Ablagerung der Nebelmasse und damit die Mòglichkeit einer Ringbildung 
bringen. 

Es soll hier nur nebenbei bemerkt werden, dafì die Annahme einer bis an die àufiersten Schichten 
wirksamen inneren Reibung in keinem Widerspruch steht mit der einer merklich widerstandlosen 
àufieren Zone, die sich ja auf den Grad der Wirkung auf stark kondensierte Partikel der àufiersteń 
Schichte bezieht. 

Unmittelbar nach dem Abstròmen einer Oberflàchenschichte ist die nun freigewordene Oberflàche 
identisch mit der momentanen Grenzílàche. Kennzeichnet man wieder, wie oben, die physische Ober- 
ílàche durch ihre Àquatordimension R 0> die theoretische Atmosphàrengrenze durch die analoge Gròfle 
r 0> so ist in diesem Moment R 0 — r 0 . 

Das Freiwerden dieser neuen Oberflàche wird nun fùr die benachbarten Schichten eine unver- 
mittelt raschere Wàrmeausstrahlung und Kondensation zur Folge haben, demnach den oben erwàhnten 
ersten Fall statuieren, in welchem R 0 rascher abnimmt als r 0 ; es wird also unmittelbar darauf R 0 < r 0> 
der Abstromungsprozefl also unterbrochen. Da — wie in 2. gezeigt wurde — bei gleichmàfliger 
Kondensation der ganzen Masse R 0 > r 0 bleibt, so wird beim Fortschreiten der Kondensation nach 
dem Innern sich dieses Verhàltnis wieder einstellen, daher die Abstròmung von Neuem beginnen, 
allerdings verzògert durch die fortgesetzte stàrkere Kondensation der àufiersten Schichten. Andrerseits 
bewirkt aber die Bildung der inneren Stròme offenbar eine Beschleunigung des Wiedereintretens der 
Abstròmung, weil durch diese eine Vergròfierung der Rotationsgeschwindigkeit von den zentralen 

Denkschriften der mathem.-natunv. Klasse, 96. Band. 55 
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Regionen aus besorgt wird. Durchschnittlich erzeugen ja die primáren elliptischen Bahnen uberhaupt 
eine \ r erzi')gerung in den áufíeren und eine Beschleunigung in den inneren Schichten, bei Voraus- 
setzung einer widerstandslosen áufieren Zone mindestens keine Beschleunigung in dieser; die dort 
entstehenden Kreisstrome sind ja ohne merklichen Einflufi auf die Rotation der Nebelmasse. Die 
inneren widerstandsfíihigen Zonen -und insbesondere die zentrale Verdichtung erfahren aber jedenfalls 
— wie oben bemerkt wurde — eine Rotationsbeschleunigung. Es ist fraglich, ob — wie Poincaré 
anzunehmen scheint — eine Beschleunigung als sekundàre Wirkung dadurch eintritt, da(3 die abge- 
stròmten Oberflàchenteilchen niedrigerer Tem.peratur in den zentralen Teil eine Kondensation und 
\ f ergròfierung der Geschwindigkeit der Rotation hervorrufen, weil dieser Vorgang wohl durch ihren 
eigenen Geschwindigkeitsverlust und Wàrmegewinn ganz kompensiert werden kann. Jedenfalls findet 
durch das Auftreten der inneren Stròme eine Beschleunigung der Rotation der zentralen Teile ohne 
merkliehe Abnahme der àufieren Dimensionen der Nebelhulle statt, also der eben diskutierte zweite 
Fall, bei dem die schliehliche Ubertragung der entsprechenden Beschleunigung auf die Oberflàchen- 
partien ein plotzliches Sinken der Grenzfláche unter die physische Oberíláche bewirkt. Es wird demnach 
die wieder eintretende, den Durchschnittsverhàltnissen entsprechende Umgleichung R 0 > r Q verstàrkt. 

Einer Unterbrechung der Abstròmung folgt also eine gesteigerte Wiederaufnahme des àquatorealen 
Abtrennungsprozesses, womit die Bildung àufierer isolierter Nebelringe als eine durchaus naturliche 
Folge der Kondensationsvorgànge erscheint. 

Derhier entwickelte alternierende Abtrennungsprozefi, der im Grofien und Ganzen den Anschauungen 
von E. Roche úber die Bildung àufierer Ringe entspricht, beruht, wie man sieht, wesentlich auf der 
Laplace’schen Annahme, dafi die urspríingliche Materie aus zwei, ihrem physikalischen Verhalten 
nach ganz verschiedenen Teilen besteht: einem zentralen Teii von íiberwiegender Masse und grofier 
Dichte und einer Nebelhulle, deren Masse und Widerstandsfahigkeit dagegen als unendlich klein 
anzunehmen ist. Dabei ist aber nicht zu íibersehen, dafi die ganze Uberlegung eigentlich nur zeigt, 
dafi aus diesen gegebenen Ausgangsverhàltnissen die Moglichkeit eines derartigen intermittierenden 
Ablòsungsvorganges gefolgert werden kann. Immerhin ist es von vornherein ebensogut denkbar, 
dafi die beiden Momente, die diese Periodizitàt bedingen: oberflàchliche Abkùhlung und Akzeleration 
von den zentraleren Gegenden aus, sich zu einer simultanen Resultanten zusammensetzen und so 
eine Art stationàren Prozesses erzeugen, der dann natùrlich auf den Durchschnittseffekt des stándigen 
Abstròmens hinauskommen mufi. Das eine ist aber klar, dafi, falls ein solcher stationárer Zustand 
eingetreten ist, jede Stòrung in einem dieser Vorgànge ein derartiges Alternieren im Zuriickgehen de'r 
physischen Oberflàche und der Grenzfiáche einleiten mufi, sb dafi dieser sfationáre Abstròmungs- 
zustand wohl kaum als ein stabiler zu betrachten sein wird. Nun ist der Beginn des Abtrennungs- 
prozesses sicher mit einem Nacheinander der beiden entgegengesetzten Effekte verbunden. 

Das ursprùngliche Annàhern der Oberflàche des Nebels an die Grenzform ist ein stetiger Prozefi, 
der nach erfolgter Koinzidenz der beiden das erste Abstròmen zur Folge hat. Unmittelbar darauf tritt 
die Unterbrechung ein, die erst wieder nach Obergreifen dieser Kondensation auf die zentralen Gebiete 
oder durch die viel spàtere indirekte Winkung der inneren Stròme aufgehoben wird. Es ist also wohl 
anzunehmen, dafi sich die Bedingung fùr den alternierenden Vorgang schon anfànglich eingestellt 
haben wird. 

Der Prozefi der aufeinanderfolgenden Ringbildungen wird dann ùberhaupt ein Ende nehmen, 
wenn die dem Ausgangsstadium der Laplace’schen Hypothese entsprechenden ràumlichen quantitativen 
und ph} r sikalischen Verhàltnisse nicht mehr stattfinden. Es liegt nahe, zu vermuten, dafi sich nach 
starker Verminderung der Nebelhùlle und Vergròfierung der zentralen Verdichtung schliefilich der 
stationàre Abstròmungszustand einstellt, bis diese endlich jene Serie von Formen annimmt, fùr welche 
die homogene rotierende Flùssigkeitsmasse ein annàherndes Bild gibt. 
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4. Allgemeine Bedingung fiir aquatoriale Abstròmungen. 


Das wesentliche aller jener Kosmogonien, die dem Typus der Nebularhypothesen angehòren, 
besteht naturgemáfi in der Annahme eines Ausgangszustandes, der sowohl in der Verteilung der 
Materie als auch beziiglich der ursprunglichen Bewegungsverhàltnisse den geringsten Grad von 
Differentierung exithált, also eines Zustandes, der mòglichst weit von dem eines gegliederten kos> 
mischen Systems entfernt ist, ohne dafí — zunàchst wenigstens — die anderen, rein physikalischen 
Seiten dieser Annahme in Erwàgung gezogen werden. So wàre der homogene, gleichfòrmig rotierende 
Gasball jener Urzustand, der im weitesten Sinne der Idee der Nebularhypothesen entsprechen wiirde. 
Laplace mufite diese einfachste Annahme eines primàren Zustandes ablehnen, da nach dem damaligen 
Stand der Kenntnisse iiber homogene Gleichgewichtsfiguren ein solcher zu keiner Systembildung fíihren 
konnte. Die auf Laplace und Jakobi folgenden Untersuchungen von Poincaré und Darwin haben 
diese Anschauungen grúndlich geàndert und vollig neue Gesichtspunkte fur die Eròrterung dieser Fragen 
geschaffen. Wie eingangs erwàhnt, fiihren diese Untersuchungen zu Abtrennungsformen, deren Massen- 
verhàltnisse im aìlgemeinen in unserem Sonnensystem nicht realisiert sind. Die Annahme Laplace’s, 
die als die einfachste urspriingliche Massenverteilung gelten konnte, bei der Abtrennungsvorgànge moglich 
sind, bleibt demnach fùr unser Sonnensystem als die wahrscheinlichste und vom Standpunkt der 
Nebularhypothesen am meisten gerechtfertigte bestehen. Das charakteristische dieser Hypothese, die 
Mòglichkeit ringartiger Abtrennungen und damit die Anfangsbedingungen einer Systembildung zu geben, 
ist eine Folge der angenommenen extremen Massenverteilung und der vorausgesetzten gleichfòrmigen 
Rotation. 

Das ganz andere Verhalten homogener Massen, wie es die Untersuchungen von Poincaré und 
Darwin zeigen, legt die Frage nahe, worin eigentlich die wesentlichen Momente fur die Mòglichkeit 
àquatorialer Ringbildungen liegen und innerhalb welcher Grenzen Abweichungen von der Laplace’schen 
Annahme dieser Mòglichkeìt bestehen lassen. Es ist ja immerhin denkbar, dafi physikalische Erwàgungen 
eine Modifikation der Anfangsbedingungen notwendig erscheinen lassen. So hat die Annahme einer 
durchaus gleichfòrmigen Rotation a priori gewifi dieselbe Berechtigung, wie alle derartigen einfachsten 
Annahmen bei diesem Typus kosmogonischer Hypothesen; zieht man andrerseits die enorme Lànge 
jener Zeitràume in Betracht, die notwendig sind, um selbst bei bedeutender innerer Reibung Geschwindig- 
keiten in Gasmassen auszugleichen, so scheint es keineswegs eine mùssige Frage zu sein, unter 
welchen Bedingungen auch eine nicht gleichmàfiige Rotationsgeschwindigkeit einen derartigen Ab- 
trennungsprozefi noch ermòglicht. 

Poincaré hat ùber diesen Punkt in dem oben erwàhnten Werk: ^Le^ons sur les Hypothèses 
cosmogoniques« Andeutungen gegeben, dier hier in etwas allgemeinerer Weise zur Ausfùhrung ge- 
langen sollen. 

Es sei V(x,y,z) das Gravitationspotential der kosmischen Masse, w(.r,j r , z) die Rotationsgeschwindig- 
keit eines Punktes x,y, z derselben. Es soll dabei nichts weiter vorausgesetzt werden, als dafi die 
Rotationen um eine gemeinsame Achse erfolgen, dafi der Kòrper ein Rotationskòrper und die Aquator- 
ebene eine Symmetrieebene ist. Setzt man die innere Reibung als unmerldich voraus, was fùr die 
àufieren Schichten und daher fùr die Bestimmung der Oberfiàche erlaubt sein wird, ist p der Druck und 
q die Dichte, ferner 



so lauten die hydrostatischen Gleichungen, wenn die gemeinsame Rotationsachse als c'-Achse gewàhlt 
wird: 


410 


K. Hill ebr a n d, 


o (v — n) 

8 X 

o (V — II ) 

8_y 

§(F^n) 


+ 60 - x — 0 


+ (o 2 j' r= 0 


= 0 . 


Daraus ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung 

(o*RdR = d(tt— V) 

wo R — x 1 + y 1 , der Abstand von der Rotationsachse, ist. 

Da rechts ein vollstàndiges Differential steht, so mufi oj eine blofie Funktion von R sein. Fiihrt 
man statt dieser eine Funktion <p (. R) von R ein durch die Definitionsgleichung 

dto 

oj 2 R = — S 
dR 


so ist die Gleichung der Oberflàche dann gegeben durch 

1 7 (x,y,z) + if(R)=C. 

Die Gleichung der Meridiankurve wird, wenn man fiir y = 0 die Funktionsbezeichnung beibehàlt, 

U(x t z)=V(x s z) + y(x)=C. 

Vorausgesetzt, dafi úberhaupt eine Gleichgewichtsfìgur moglich ist, mufi fiir einen gewissen Bereich 
der willkúrlichen Konstanten C eine Schar geschlossener Zweige dieser Kurven existieren. Soll nun 
die Mòglichkeit einer Abstròmung bestehen, so mufi sich geometrisch das so áufiern, dafi der geschlossene 
Zweig sich fiir einen bestimmten Wert der Konstanten C mit einem der nicht geschlossenen in einem 
mehrfachen Punkt vereinigt und ilber diesen Wert hinaus dann dafùr ein einziger nicht geschlossener 
Kurvenzug besteht. Notwendige Bedingung ist also die Existenz eines reellen singulàren Punktes, der 
— so wie der zugehòrige Wert der Konstanten — aus den Gleichungen 


U{x,z) = C, -^ = 0, 

0 X 



folgt. Das Nullwerden der s-Komponente findet gemàfi der vorausgesetzten Symmetrie in der 

o z 


Aquatorachse, also fur z — 0, statt; das Verschwinden der ,r-Komponente 


3 U 


o x 


bedeutet aber, dafi sich 


an dieser Stelle Attraktion und Fliehkraft das Gleichgewicht halten mussen. Dort wird also die 
Abstròmung einsetzen. Diese Bedingung kann auch so formuliert werden: fafit man die Konstante C 
gemàfi der Gleichung C—U(x,0) als Funktion des Schnittpunktes der Kurve mit der Àquatorachse 
auf, so mufi diese Funktion an der singulàren Stelle einen stationàren Wert haben. 

Die letzten Gleichungen genugen aber nicht zum Bestehen der geforderten Verhàltnisse, da sie 
nur die Bedingung fùr einen singulàren Punkt geben; es sollen sich hier zwei reelle Kurvenzweige 
kreuzen und fùr diesen Fall mufi die Diskriminante 



negativ sein. 
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ISun ist -= die c-Komponente der Attraktion, Null fíir alle Punkte der Àquatorachse, also 

o: 8 z 


6 2 U 
8 x 8 í 


- = 0 . 


Dieselbe Komponente wird von dieser Achse an fíir positive z negativ und umgekehrt, das heifit, es ist 



Es mufi demnach- positiv sein, das heifit also U(x, 0) an der singularen Stelle im Minimum 

o x 2 

haben. Fafit man wieder C als Funktion des Àquatorpunktes auf, so erhált man den Satz: 

Notwendige und hinreichende Bedingung fúr die Mòglichkeit áquatorialer Abstro- 
mungen ist die, dafi die Konstante der Niveauflàchen als Funktion des Àquatorschnitt- 
punktes ein Minimum besitzt. 1 

Es làfit sich daraus eine Grenze fiir die Art der Geschwindigkeitsverteilung angeben, innerhalb 
welcher eine Systembildung in der Art der Laplace’chen Hypothese moglich ist. Sind wieder V und 
cp die obigen Funktionen fiir y = 0 und z — Q y so mufi fiir jene Werte, die der Gleichung 

ÌY. + ÌJL = o 

O CN 

0 x 0 X 


geniigen, die Umgleichung bestehen 


oder fur 



o x 


o 2 V 6 2 /; 

—— _j - 

o x 2 8 x 2 


mufi 


2 co x 


d 03 

dx 


d 2 V 
dx 2 


0 sein. 


Eliminiert man durch die Gleichung einen in V auftretenden Parameter des Problems, so ergibt 
die Ungleichung eine allgemeine fùr die betreffende Gattung der Gleichgewichtsfiguren geltende Grenze 
der Geschwindigkeitserteilung. Fùr den Fall der Laplace’schen Hypothese ist 

k 2 M 

V— —, demnach co 2 ,r 3 =r k 2 M und 
x 


d co 

3o3 2 + 2cov -oder 

d x 

d i+' 3 ) > 0 _ 

d x 

Die Geschwindigkeiten mùssen aiso weniger rasch abnehmen, als der Verteilung bei isolierten 
Kreisbahnen entspricht. 

(Es ist auch insbesonders eine Verteilung unmòglich, die der Erhaltung eines fùr alle Teilchen 
gleichen Flàchenmomentes entspricht, da in diesem Falle 

co x 2 = c, einer Konstanten wàre, also 

2 3 C d (w- ,r 3 ) 

w 2 .v 3 ‘_ — und — < 0). 

x dx 


1 (Wurde von Poincarc flir den Fall der Laplace’schen Massenverteilung a. a. 0. ausgesprochen.) 









412 


K. H ill eb r a n d, 


5. Bildung der Planeten. 

Unmittelbar nach der Bildung eines àufìeren Ringes sind die in diesem stattílndenden Rotations- 
geschwindigkeiten gegeben durch' die Relation 

ot)* 2 r s — k 2, M 


so daí3 also das Gefálte der Rotationsgeschwindigkeit 

d co 3 li\J M 

dr 2 r 5 /s 

ist. 

Die nàchste Ànderung in der Konstitution dieses Ringes ist eine weitere Kontraktion desselben. 
Eine solche hat nun eine Verminderung des Geschwindigkeitsgefàlles zur Folge. Findet eine lineare 
Kontraktion X um einen mittleren unveràndert bleibenden Elementarring r 0 statt, so erhàlt durch diese 
irgend ein Ringradius r den Wert r' aus 

r' — r 0 — X{r — r 0 ) oder r ! — r — (r 0 — r) (1 — X) 


so daG 


r’ > r, 
< 


je nachdem 




Da bei Erhaltung 
Gleichung 


des Flàchenmomentes die entsprechende neue Rotationsgeschwindigkeit 0 / der 
to' r hl = co r l 


geníigt, so erhàlt man fiir diese 


r*l■- V ). 



Fur die innerhalb r 0 gelegenen Partikeln ist r f < r 0ì demnach oj 7 kleiner als die der Distanz r f ent- 
sprechende Kreisbahngeschwindigkeit, fur die auBerhalb gelegenen ist 0 / groBer als diese, die Abnahme 
der Rotationsgeschwindigkeit mit der Distanz ist also durchschnittlich langsamer als bei der urspríing- 
lichen Verteilung. 

d (0 

Das Geschwindigkeitsgefàlle- selbst wird demzufolge auch nach der Kontraktion geringer 

d r 

sein als zu Beginn, wenigstens innerhalb der hier vorauszusetzenden Ringdimensionen. Es ergibt 
sich dafítr 


d to' 
d r f 


_3 h\JM 
2 


3 v ' t> 


^ 1 1 — (1 — x) — 

V ' r’ 


Nun ist 


V 


1 — •-(! -X)l± 
1 3 V J r’ 






fUr alle —- 

r o 

3 k \JM 
2 r :, l- 


5 . , d <o' 

—, aemnach - 

3 d r’ 


dem absoluten Betrage nach kleiner als die ursprungliche Abnahme 
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Da die innere Reibung, die bei fortschreitender Kondensation merklich vverden kann, den gleichen 
Effekt hat, so kann man annehmen, daí3 der weitere Prozefì durch eine Zunahme der Dichte und 
einen ailmáhlichen Ausgleich der Rotationsgeschvvindigkeiten bedingt wird. 

Die zunàchst zu behandelnde Frage wáre nun die nach der Moglichkeit des Bestehens solcher 
ringartiger Massenanordnungen bei gegebener Geschwindigkeitsverteilung. In dieser Allgemeinheit und 
insbesondere auch bei der nàher kaum angebbaren Art der intermittierenden Ringablagerung ist es 
wohl nicht mogiich, ein Stabilitàtskriterium zu formulieren, das allen im weiteren Verlauf auftretenden 
physikalischen Verhàltnissen Rechnung tràgt. Alle iiber ringfòrmige Massen oder Massenanordnungen 
angestellten Untersuchungen setzen Verhàltnisse voraus, die von den hier anzunehmenden vvesentlich 
verschieden sind. 

Fiir das Anfangsstadium konnen allerdings jene Verhàltnisse als gegeben angenommen werden, 
die den Maxwell’schen Untersuchungen iiber das System der Saturnringe zugrunde gelegt sind, die 
diese als Meteoritenringe betrachtet, deren einzelne Teilchen selbstàndige Kreisbahnen ausfiihren. Die 
Stabilitàt dieses stationàren Bewegungszustandes hàngt von dem Verhàltnis der Ringmasse zu der des 
Hauptkòrpers ab, das unter einer bestimmten angebbaren Grenze liegen muí3. 1 

Als eine weitere Konsequenz ergibt sich daraus fiir eine kontinuierliche Ringmasse eine ange- 
nahert bestimmbare obere Grenze der Dichte #, die der Bedingung geniigen muí3 

4 7u k 2 q < 

14 

eine Bedingung, die ja bei den Anfangsbedingungen dieser Hypothese immer erfiillt sein kann. Da bei 
der folgenden Kondensation die Dichte bestàndig zunimmt, der Mittelwert der Rotationsgeschwindigkeiten 
aber merklich derselbe bleibt, so wird irgend einmal die Stabilitàt aufhòren zu bestehen und ein Zerfall 
des Ringkontinuums eintreten. 

Es kann nun gezeigt werden, daí3 dieses Stadium schon fruher eintreten muí3, als der vollstàndige 
Ausgleich der Rotationsgeschwindigkeiten sich vollzogen, was wieder eine wesentliche Modifikation der 
Laplace’schen Anschauungen nach sich zieht. 

Poincaré hat nàmlich gezeigt, da!3 unter Umstànden fíir gewisse Bereiche der Ringmasse auch 
eine untere Grenze der Dichte angegeben werden kann. 

Unter Beibehaltung der in Nr. 4 gebrauchten Bezeichnungen ist die Gleichgewichtsbedingung 
einer gemàí3 der Funktion cp (R) rotierenden Flílssigkeitsmasse 

V + cp — n = Konst. 

n ist eine wesentlich positive Gròí3e, die wegen 

dn ì 

— = - >o 

dp q 

mit p zugleich zu- oder abnimmt. Da p an der Oberflàche Null ist, daher im Innern ein Maximum 
haben mu!3, so muí3 dasselbe auch mit II der Fall sein, daher auch V + cp im Innern ein Maximum 
haben muí3, oder es mufi einen Bereich geben, in welchem 

52 (^+t) <0 § 2 (^+<p) c0 i!íz±ll <0 

++ sy ’ s s 2 

Daraus leitet nun Poincaré ab, daí3 dort 

4 % k 2 q > 3 (o 2 + 2 oa r 

dr 

sein mu6. 3 


1 Siehe Maxwell: On the stability of the motion of Saturn’s ring. Cambridge 1859. 

2 Siehe auch Poincaré: Hypothèses cosmogeniques p. 44. 

3 Poincaré 1. c. p. 45 bis 48. 
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lst der rechts stehende Ausdruck positiv, das heifit, nimmt w 2 r 3 mit r zu, so bedeutet das fiir 
jcnen Bereich eine untere Grenze der Dichte. Unmittelbar nach der Ringbildung ist co 2 r 3 konstant, die 
rechte Seite daher Null und diese Bedingimg immer erfullt. Da bei zunehmender Kondensation das 
Gefálle von co immer geringer wird, co 2 ;' 3 also mit r zunimmt, so stellt diese Ungleichung tatsachlich 
eine weitere Bedingung fur die Dichte vor. 

Das Maxwell’sche Stabilitatskriterium láflt íìbrigens von vornherein erkennen, ob man bei einem 
kosmischen System den Laplace’schen Entstehungsvorgang annehmen kann oder nicht. Sei r 0 ' vvie 
oben die Aquatordimension bei Beginn des Abtrennungsprozesses, q 0 die (mittlere) Dichte der Nebel- 
híille, so wird diese Bedingung wegen <ù % r z = k 2 M, die Form annehmen 

4 k q 0 rl < — M. 

14 

2 

Die Masse der Nebelhíille, deren Hauptachsen r 0 und —r 0 sind, ist der Grofíenordnung nach 

3 

gegeben durch 

8 3 

woraus 

M 

" m < —• 

63 

also eine obere Grenze fíir die Gesamtmasse der Begleitkorper folgt, eine Bedingung, die in unserem 
Sonnensystem und auch in seinen Sekundàrsystemen erfíillt ist, und zwar sind die Massenverhàltnisse 
mit Ausnahme des Systems Erde-Mond weit unter dieser Grenze. 

Ein bemerkenswerter Umstand soll noch erwàhnt werden. Nimmt man an, dafl die àufleren Teile 

der Nebelhíille homogen sind, so wird sich die Dichte derselben mit der Zeit merklich so ándern, wie - ^ - 

r 3 

das heifit, der Verlauf der Dichte der Ringmaterie wird so sein, daí3 qr 3 nahezu konstant bleibt. Ist also 
die obige Ungleichung beim Beginn der Abstromung erfíillt, so bleibt die Mòglichkeit der Bildung 
stabiler Ringe auch weiter erhalten. Erst wenn die Abstròmungen auf die inneren relativ dichteren 
Schichten iibergreifen, wird schliefilich die Stabilitàtsbedingung nicht mehr erfiillt sein und die Bildung 
der Ringe ein Ende gefunden haben. Die weiteren Abstròmungen werden eine Zone zerstreuter Materie 
bilden, deren kondensierfe Partikel als eine meteoritische Wolke, die den Zentralkòrper umgibt, bestehen 
bleiben werden. 

Fiir einen unmittelbar nach dem Entstehen stabilen Ring wird also die Gròfie 

56 t zk 2 q 

—— —— — a < 1 


sein. Eine Kontraktion, die die linearen Dimensionen des Querschnittes auf den X-fachen Betrag reduziert, 
vergròfiert die Dichte auf wàhrend die mittlere Rotationsgeschwindigkeit unveràndert bleibt. Zum Beste- 

hen der Stabilitàt ist daher notwendig, dafi 


X 2 


1 ist, und diese wird fùr eine Kontraktion X = \J a 


aufhòren. 

(Gilt genau genommen nur fùr einen mittleren Elementarring, allgemein mùfite 

\4 


X 2 


sein, wie aus den obigen Relationen fùr die Kontraktionsvorgànge folgt, wo r' — r = (r 0 — r) (1—X) 
ein kleiner Betrag ist, so dafi wesentlich an der Gròfie der zum Aufhòren der Stabilitàt nòtigen 
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Kontraktion nichts geándert wird.) Die zum Zerfall notwendige Kontraktion hàngt nach diesem Kriterium 
— wie es ja selbstverstàndlich ist — von einer Gròfìe a ab, die ein Mafi fiir die Abweichung des 
urspriinglichen Zustandes von der Stabilitàtsgrenze ist. Die Poincaré’sche Ungleichung làí3t aber folgern, 
dah die Kontraktion úberhaupt nicht unter ein bestimmtes angebbares Maí3 sinken darf, wenn der Ring 
bestehen kònnen soll. Die Forderung, dafí einerseits 

o) 1 2 

14 

sein soll, andrerseits, wenigstens in einem bestimmten Bereich der Ringmasse 

4itk 2 q >3co 2 + 2wr — 
dr 

sein mufi, làfit erkennen, daí3 der Bestand eines Ringes dann unmoglich ist, wenn an jeder Stelle 
desselben 

09.0 d(Ù 1 

3 (o 2 + 2 (o r -> — to 2 

dr 14 


ist. Der Grenzfall wird also eintreten, wenn an irgend einer Stelle 


41 n d(ù 

— o) + 2 r - 

14 dr 


= 0 


und im íìbrigen 


> 0 ist. 


Fúhrt man nun in diese Bedingung w als solche Funktion von r ein, wie sie nach der Kon- 
traktion X stattfìndet, so ergibt sich, daí3 sie dann sicher nicht mehr bestehen kann, wenn in allen 
seinen Punkten die Grofìe 


41_ _ 1_ I 

14 f‘Vi N /X.V 


1 — (1 — X) 

r 


ĺ r.~ 


2 ei'-s/x 




einen positiven Wert hat. Die Ausfuhrung ergibt, dafi dann 


15 (1 — X) — 5? 1 
r 


ist. Ist r a der àufiere Ringhalbmesser, so wird diese Ungleichung fíir 


X = 


15 r 0 


uberall erfíillt sein. Da man die Breite des Ringes als klein gegen seinen Radius voraussetzen kann, 

14 

so wird nach einer Kontraktion, die in den linearen Dimensionen um Geringes weniger als - betràgt, 

15 

der Ring nicht mehr bestehen konnen. 

Dabei ist zu bemerken, dafi hier nur die Verringerung des Geschwindigkeitsgefàlìes in Rechnung 
gezogen wurde, die von der Kontraktion allein verursacht wird, also die Wirkung einer inneren Reibung 
nicht beríicksichtigt wurde, so dafi die zur Erreichung der angegebenen kritischen Kontraktion erfor- 
derliche Zeit eine Maximaldauer des Bestandes eines Rínges bedeutet. 

Da fiir das Grenzstadium die Rotationsgeschwindigkeit in der Distanz r nàherungsweise gegeben 
ist d rch 


*\/M r 

r 3 / 3 


+——{i - — y 

3° r 0 \ r j 
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so erkennt man, daíi die Geschwindigkeitsverteilung noch wenig von der urspríìnglichen abweicht, 
jedenfalls noch weit von der gleichformigen Rotation entfernt ist. 

Die Vorgange, die nach dem Aufhoren der Bedingungen fiir das Bestehen des Ringes eintreten, 
entzìehen sich natíirlich vollkommen einer Analyse: sie vverden ja wesentlich bedingt durch zufallige 
Inhomogenitáten oder sonstige Unregelmàí3igkeiten der Konfiguration. Es ist mòglich, dafi eine bereits 
vorhandene Stelle eines Dichtemaximums ein Konzentrationszentrum wird und zur unmittelbaren 
Bildung eines einheitlichen Himmelskorpers Anlaí3 gibt; es kann aber auch sein, daí3 der Ring in eine 
gròfiere Zahl von Fragmenten zerfàllt, die dann bei den geringsten Differenzen ihrer Distanzen, daher 
auch ihrer Umlaufszeiten und bei geniìgend grofien Dimensionen im weiteren Zeitverlauf kollidieren 
und so durch ihre Wiedervereinigung zu einer Planetenbildung fiihren — es kann aber auch sein, 
daí3 die mechanischen Bedingungen fur das Bestehen eines im Gleichgewicht befindlichen Massen- 
kontinuums íiberhaupt nicht mehr vorhanden sind und eine Zone zerstreut bleibender Materie 
resultiert. 

Kommt es aber auf die eine oder andere Weise zur Bildung einer einzigen Begleitmasse, so ist 
das eine sicher, daí3 diese eine retrograde Rotation haben wird, da das Aufhoren der Ringstabilitàt 
bei einer Verteilung der Geschwindigkeiten eintritt, die noch wenig von dem ursprunglichen Abfall 
mit gròfier werdender Distanz verschieden ist. Wie immer auch der Vorgang der Vereinigung des 
instabil gewordenen Ringes zu einem geschlossenen Kòrper sein mag, so làfit sich doch von vorn- 
herein ein Schlufi auf das Vorzeichen und die Gròfienordnung des Rotationsmomentes ziehen, das 
dem neuen um die Zentralmasse kreisenden Begleiters zukommt. Ist, wie oben, r 0 der Radius jenes 
Ringelementes, um das die Kontraktion stattgefunden hat, so dafi die zugehòrige Rotationsgeschwindig- 
keit to 0 die Kreisbahnbedingung noch w r eiter erfùllt, und identifiziert man diese mit der Progressiv- 
bewegung des sich bildenden Planeten, was ja ftir den vorliegenden Gesichtspunkt ohneweiters erlaubt 
ist, so bestimmen die Relativgeschwdndigkeiten der den verschiedenen r angehòrigen Teilchen das 
Rotationsmoment des Planeten. 

Ist w 0 r 0 = g 09 oòr = g, so hat man offenbar (g — £ 0 ) (r — r 0 )dm uber die ganze Masse des Ringes 
zu summieren, um das Rotationsmoment des daraus entstehenden Planeten zu fìnden. Die Masse des 
zum Halbmesser r gehòrigen Ringelementes ist 2 tt rqodr, wo 8 die als sehr gering anzunehmende 
Dicke des Ringes bedeutet, fùr die irgend ein Mittelwert gedacht ist. Die Dichte q wird man pro- 
portional der reziproken dritten Potenz von r voraussetzen kònnen. Nimmt man allgemeiner an 



und setzt r~r 0 ( 1 + s), wo e als kleine Gròfie erster Ordnung angesehen werden kann, so ist 


dnt — 2 7r q Q r\ 8 (1 — n s) dz. 


Andrerseits war gefunden worden 



1 


nach dem Vorigen eine Ideine Gròfie ist, dann ist 


wo a — 



und 
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Man erhált daraus fur das Ratationsmoment 




~v e 3 

-a)^S 2 0 — S ) ^ 3 


also eine negative Gròfie, die nur unmerklich von der Verànderlichkeit der Dichte innerhalb des Ringes 
abhàngt und deren angenáherter Wert 


2 

3 


** r oío & 8 ( 1 “ a ) s3 


ist, \vo 3 r 0 die halbe Ringbreite bedeutet. 
Die Masse des Ringes ist 


4 s r{) 6 q () 

entspricht also einer Kugel mit dem Halbmesser ^/"3 e — fo. 
Bezug auí einen Durchmesser ist 


Das Tràgheitsmoment dieser Kugel in 


2 ;i . 2 s /» 
5 




Die Rotationsgeschwindigkeit des aus dem Ring sich bildenden Planeten wird — der Grofienordnung 
nach — gegeben sein durch 


5 V .3 


co = — 


2 3 .3 5 /a r'/í 8 j / 3 


(1 —a). 


Ist co 0 die mittlere Rotationsgeschwindigkeit des Ringes, also g Q — r 0 oj 0 , setzt man vveiter das Verhàltnis 
der Ringdicke zur Breite 


so erhàlt man 


2 £ v 

• í\ 


<0 =- — - (1 - a ) 

2“/i> 3 :, /3 


a \ 2 A 


also eine retrograde Rotation, deren Gròfienordnung wesentlich bedingt ist durch die Verháltnisse der 
urspriinglichen Ringdimensionen. 

(Der numerische Koeffizient ergibt 


<0 = — 0 ’ 126(1 


-*) 



z lz 

%)■ 


Die nàchste Frage ist nun die, unter welchen Bedingungen íìberhaupt die Bildung einer einzigen 
zusammenhàngenden Masse mògìich ist. Man wird dabei zunàchst zu unterscheiden haben, ob in der 
gegebenen Distanz von der Zentralmasse die durch diese bedingte deformierende Kraft als merklicher 
Betrag anzunehmen ist oder nicht. 

Ein weiterer Unterschied in der Beurteilung der Mòglichkeit einer Planetenbildung wird in dem 
Umstand liegen, ob die sich vereinigende Masse als nahezu homogen anzusehen ist oder ob diese 
Vereinigung um eine schon vorgebildete zentrale Verdichtung vor sich geht. Da im urspríinglichen 
Ring die Dichte nur um sehr geringe Betràge variiert, so ist der erstere Fall immerhin denkbar, wenn 
es sich um die sukzessive Vereinigung gleichartiger Ringfragmente handelt. 

Was den ersten Punkt, den Einflufi der Attraktion der Zentralmasse àuf die Gleichgewichtsfigur 
des Begleitkòrpers anbelangt, so ist die Gròfienordnung einer Gezeitendeformation C, wenn man diese 
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in Einheiten eines mittleren Halbmessers ausdrùckt, gegeben wurch 

, M ( h \* 


m \t 


so daí3 also diese Deformation vernachlássigt werden kann, vvenn — eine kleine hohere Ordnun 


h \» 


m 


ist, als — (gleichgiltig, welche Annahme man ùber die Massenverteilung von m macht). Im Falle der 
M 

Homogenitàt, wo man /r 3 = 3 e r 0 o = 6 s 2 y j rjj setzen kann, ist 


£ r^> — s 2 rj 
m 


so dab es hier auf die Gròfienordnung der Dimensionsverhàltnisse des ursprùnglichen Ringes in Bezug 
auf das Massenverhàltnis ankommt. 

Die Weiterentwicklung des planetarischen Nebels wird sich wesentlich verschieden gestalten, je 
nachdem C zu vernachlàssigen oder ein endlicher Betrag ist. 


6. Planetenbildung ohne merkliche Gezeitenwirkung. 

Die Bedingungen fùr das Bestehen einer Gleichgewichtsfigur werden demnach in diesem Fall 
diejenigen sein, die fùr eine rotierende Masse gelten, deren Teilchen nur unter ihrer gegenseitigen 
Gravitatioswirkung stehen. Poincaré hat fùr diesen Zustand ganz aligemein eine obere-Grenze der 
Rotationsgeschwindigkeit angeben kònnen, die aus der notwendigen Bedingung folgt, dafi die resul- 
tierende Normalkomponente in einem Oberflàchenpunkt gegen das Innere der Masse gerichtet sein 
mufi. 1 Dieselbe lautet 


2 7T k 2 m 


co- - 


wo v das Volumen der rotierenden Masse m ist. Es làfit sich ohne eine Annahme ùber die Dichtigkeits- 
verteilung in m a priori nur der Schlufi ziehen, dafi bei genùgender Verdiinnung die Bildung eines 
einzigen Kòrpers aus der Gesamtmasse m unmòglich werden kann. Nimmt man an, dafi die Ansamm- 
lung der planetarischen Nebelmasse um einen schon stark kondensierten Kern stattfìndet, so dafi neu 
hinzukommende Massen nur das Volumen vergròfiern, die Masse. aber merklich nicht andern, so wird 
diese weitere Aufnahme der Nebelmaterie hochstens bis zu jenem v stattfinden kònnen, fùr welches 


o)- 


2 ti m 


ist, was natùrlich mit dem Erreichen der theoretischen Atmosphárengrenze identisch 


v 

ist. Ist aber schon zu Beginn fíir die ganze Masse die obige Bedingung erfùllt, so wird durch die 
weitere Kontraktion ebenfalls diese Grenzform erreicht werden. Auf jeden Fall beginnt irgend einmal 
der gleiche Abtrennungsprozefi, wie beim ursprùnglichen Sonnennebel, falls die physikalischen Bedin- 
gungen dafùr auch weiter erhalten bleiben, der zur Bildung eines Sekundársystems fùhren kann. 

Dem Falle anfànglicher Homogenitàt sind allerdings engere Grenzen gezogen. Wàhrend die all- 
gemeine Poincaré’sche Forderung dafùr 


2 


1 Siehe Bull. astr. II. 1885 p. 117, und auch Poincaré: Figures dequilibre d’une masse fluide. Paris 1902, p. 11. 
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ist, verlangt eine ganze Klasse homogener Gleichgewichtsfiguren, námlich die der elliptischen zu ihrer 
Stabilitàt die Bedingung, dafi 


<0-1871. 


Es ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dafi andere Gleichgewichtsformen mit anderen Stabilitàts- 
grenzen existieren, jedenfalls kann aus diesem Eińzelfall der Schlufi gezogen werden, dafi auch fíir 
andere Fláchengattungen die hinreichend en Stabilitàtsbedingungen wesentlich engere Grenzen 
ergeben, als die allgemein gíiltige notwendige Grenzbedingung Poincaré’s. 

Die Annahme, dafi die Bildung eines anfànglich homogenen Planeten an die Ermittlung der 
ellipsoidischen Stabilitàtsbedingung gebunden ist, wird demnach fùr die vorliegenden Betrachtungen 
gerechtfertigt sein, bei denen es sich ja doch nur um die allgemeinen Umrisse quantitativer Beziehun- 
gen handeln kann. 

Auch hier wird im weiteren Verlauf eine sekundàre Systembildung stattfinden konnen, aber in 
der Art des Poincaré-Darwin'schen Abtrennungsprozesses. 

In beiden Fàllen ist die Umlaufsbewegung der entstandenen Satelliten eine riicklàufige in Bezug 
auf die Planetenbewegung. Wesentlich dasselbe Resultat wird aber auch eintreten, wenn die Gezeiten- 
wirkung nicht gerade verschwindend klein, aber doch nicht so grofí ist, um die durch die Kontraktion 
bedingte Ànderung der Rotationsgeschwindigkeit aufzuheben. Die Bedingung fùr das Bestehen solcher 
Verhàltnisse ergibt sich aus den Untersuchungen G. H. Darwin's íiber die durch Flutreibung erzeugten 
Sàcularstorungen der Bahnelemente. Darnach ist in sinngemàfier Anwendung auf den vorliegenden 
Fall die Ànderung der mittleren Entfernung a gegeben durch 



wo v der Viskositàtskoeffìzient, oo die Rotationsgeschwindigkeit, n die mittlere Umlaufsgeschwindigkeit 
ist und h , m, M die frùhere Bedeutung haben. 1 

Da hier ca das entgegengesetzte Vorzeichen von n hat, so findet eine Abnahme der mittleren 
Entfernung statt. Der Endzustand unter alleiniger Wirkung der Flutreibung wurde entweder die 
Wiedervereinigung mit der Zentralmasse oder das asj^mptotische Erreichen einer gewissen Minimal- 
distanz sein, der eine stabile stationàre Bewegung entspricht. Welcher von den beiden Fàllen eintreten 
wird, hàngt von dem Verhàltnis der Absolutbetráge des Rotationsmomentes C co und des Revolutions- 
momentes ma 2 n ab (C das Tràgheitsmoment der Masse m bezùglich der Rotationsachse). Ist 

C o>< m ar n 

so tritt der zweite Fall ein: der Vorgang endet mit einer stabilen Bahn von m um M. - 

Bei dem hier vorausgesetzten Abtrennungsprozefi wird nun diese Ungleichung imrner erfùllt sein. 
Sie kann nàherungsweise ersetzt werden durch die Bedingung 

h- to < a 2 n. 

Zwischen den Absolutbetràgen von to und n besteht aber nach dem Frùheren die approximative 
Beziehung 



1 Siehe Darwin: »On the analytical expressions wieh give thc history of a fluid planet of small viscosity, attented by 
a single satellite.« Proc. of the Royal Soc. vol. XXX. Vgl. auch das Referat von Darwin’s einschlágigen Arbeiten in Poincaré: 
»Hypothèses cosmogéniques«. 

2 Siehe Darwin 1. c. und auch Darwin: The determination of the secular effects of tidal fiiction by a graphical method. 
Proc. of the royal soc. XXIX. 
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daher soll 



Gemàí3 der Bedeutung von s und Yj ist aber 

6 e 2 7] a 3 ~ h 3 


woraus fur die obige Bedingung folgt 





oder 


s < 1 ‘ 74 


eine Ungleichung, die ja immer erfiillt sein miífi. Man kann das Bestehen der obigen Ungleichung 
íibrigens auch aus folgender Uberlegung einsehen. Fiir eine sphárische homogene Masse m soll 
nach dieser 

(o 5 / a \ 2 
n ^ 2 [ h I ’ 

« 

Im ursprunglichen Ring sind die linearen Geschwindigkeiten der einzelnen Teilchen geben durch 

J W M 

£ — 7 

\J a 

das Geschwindigkeitsgefàlle demnach durch 

dg __ k\J M _ 1 

d a a 3 h 2 


eine Grofie, die zugleich ein Mafi fiir die Rotationsgeschwindigkeit aus zwei unendlich benachbarten 

Teilchen ist. Durch eine vorangegangene Kontraktion X < 1, wird dieses Gsfàlle und damit co im Ver- 
1 (0 1 

hàltms — vergròfiert, so dafi also —~- ist. Damit die obige Ungleichung nicht mehr erfullt ist, 

X .ii 2 X 

míifite die Kontraktion zur Zeit der Vereinigung der Ringmaterie zu einer Planetenmasse bereits einen 
Betrag 


/ h \ 2 
5 \ a 


erreicht haben, was nach den Verhàltnissen beim Eintritt der Instabilitát des Ringes ausgeschlossen 
erscheint. 

Die durch die Flutreibung bedingte sàkulare Ànderung der mittleren Entfernung wird also jeden- 
falls in einer bei stetiger Verkleinerung stattfìndenden asymptotischen Annáherung an einen stabilen 
stationàren Endzustand bestehen. Es handelt sich nun darum, aus der kombinierten Wirkung der 
Flutreibung und der allmáhlichen Kontraktion auf die Rotation der Planetenmasse die Bedingung zu 
fìnden, unter welcher der Einflufi der letzteren iiberwiegt, so dafi der Entwicklungsprozefi dieses 
Sekundàrsystems unter wesentlich gleichen Verhàltnissen stattfindet, wie der des urspríinglichen 
Sonnennebels. 

Zum Zwecke des quantitativen Vergleiches sollen hier in Kiirze die Ergebnisse der Darwin'schen 
Untersuchungen iiber den Einflufi der Flutreibung angefiihrt werden mit dem fiir den vorliegenden 
Fall notigen Abànderungen, beziehungsweise erlaubten Vereinfachungen: der Fluterreger ist hier die 
Zentralmasse, die Rotationsebene der Begleitmasse fàllt mit der Bahnebene zusammen und die Bahn 
selbst ist eine Kreisbahn. Die undeformierte Planetenmasse wird als kugelfòrmig angenommen. 

Unter diesen Voraussetzungen ist die Deformationsgròfie C gegeben durch 

C M ( h \ 3 


h 


m \a 


- P {2) (cos o) 


wo /j die Zenitdistanz der stòrenden Masse M und P {2) die Kugelfunktion zweiter Ordnung ist. 
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Ist i> das Komplement der Rreite, X die Lánge des Oberflachenelementes, gezàhlt von irgend 
einem Nullmeridian, 5 die Sternzeit in letzterem und l die Rektaszension der storenden Masse, so ist 

cos c 1 = sin <8* cos (5 4- X — /). 

Versteht man uriter P, 1}Vl die Neumann’schen zugeordneten Kugelfunktionen, so ist 

— P 2 ,0 (cos 8) 4- ^ P 2 , 2 ( cos ‘9’) cos 2 X cos 2 (s — /) — * P 2 . *> (cos í>) sin 2 X sin 2 (.9 — /) 

4 ’ 4 

c/s r// . , 

\vo also — = to — = 11 ìst. 
dt dt 


c _M_íh \ 3 

h 111 \ a 


Infolge der inneren Reibung findet fur die einzelnen periodischen Glieder in C sovvohl eine Ver- 
kleincrung der Amplitudc als anch eine Phasenverzògerung statt, und zvvar in folgender Weise: ein 
Glied in C, das ursprunglich die Form 

h? (i4, X) cos 6 

hatte, wo Y ip) eine Kugelflàchenfunktion p Ordnung, 0 eine Funktion der Zeit ist, nimmt vermòge der 
inneren Reibung die Form an 

hv y T (v) (o-, X) cos vj cos (6 — tj) 

\\ r o 

(2p + S)(p—l) h <Z0 

Yj = v --- • • , 

p k 2, m q dt 

v der Viskositátskoeffìzient, q die Dichte an der Oberflàche und k die Gravitationskonstante ist. 1 
Im vorliegenden Falle ist 

„ v h 

•'i - ' " ( tó — «) 
k 2 m q 

und die Gezeitendeformation gegeben durch 

r M f h\ s \ 1 

- - = - I cos'q — Po. 0 (cos 0) + Po, 2 (cos-0)(cos 2Xcos(2s — 2/ — vj) — sin2Xsin(2s — 21 — tj)) 
h 111 \a j [ 4 

Die durch die Attraktion von M auf diese Gezeitenprotuberanz bedingte Storungsfunktion ist 

w=k>— P c - a 

m J A 


wo A die Distanz des Oberflàchenelements d a von M ist und das Integral sich auf die Kugel- 
oberflàche bezieht. 

Nach der Entwicklung von —- nach Kugelfunktionen ergibt die Integration vermòge der Ortho- 

A 

gonalitàtseigenschaften dieser Funktionen 

2ir f M\ 2 / 7 8 2 - 1 

W= — ~-k 2 l — q— cosìi 1 + — cos(2/— 21 — r[) 

5 \m j a 6 2 

vvo I dieselbe Koordinate des storenden Kòrpers wie / bedeutet, insofern sie durch die Entwicklung 
der reziproken Distanz in die Formel eintritt. (Nur auf diese Gròí3en beziehen sich die partiellen 
Ableitungen in den Stòrungsgleichungen.) 


1 Siehe Darwin: On the bodily tides of viscous and semi-elastic spheroids and on the occantides upon a jùelding 

nucleus. Phii. Trans. P. I. vol. 170. 1879. 










422 


K. Hillcbrand , 


Die Storungsgleichung fiir die mittlere Entfemung ist 

da 2 o W 

dt an 8 7l/ fì 


oder 


* Vvl/ ■ 


7/2 


d\J a __ Ò4F 






wo unter il / 0 die in l eintretende Anfangskonstante zu verstehen ist. 

Setzt man nach der Differentiation /=7, so wird, wegen der Kleinheit von 7] 

8 _ 6 7C ikf 2 

5il/ 0 5 77Z 3 ^ a 6 * 

und mit Riicksicht auf den obigen Ausdruck fiir yj 

d\Ja_ 42 M 2 h? 


k \Jm + 


m 


d t 


— - - V 7T - • — (<*) — n) 

r- o n v ' 




[zugleich auch der Ausdruck fiir (M + nifb — ( ■ - --- - 

\ dt' \Jn 

Die Ànderung der Rotationsgeschwindigkeit co folgt nun aus dem Flàchensatz. Das Flàchen- 
moment der translatorischen Bewegung in Bezug auf den gemeinsamen Schwerpunkt ist 

Mm _ Mm 7 y _ _ 

— - a ‘ n —'7Z - k\JM + m \Ja. 

M 4- m M 4- m 

Ist C das Tràgheitsmoment der Masse m beziiglich der Rotationsachse, so lautet der Ftáchensatz 

Mm 


C 0) 


M 4- m 


k\/ M 4- m \J a~ Konst. 


daher ist nach der Storungsgleichung in a 

d (C ttì) 42 M s h* , 

---— =- % V- • -(CO — 11 ). 

dt 5 (M 4- m) in 2 a Q 

(Die hier wesentlich vereinfachten Einzelresultate sind in ganz allgemeiner und weit ausfiihr- 
licherer Darstellung gegeben in Darwin's »On the precession of a viscous spheroid, and on the 
remote history of the Earth«. Phil. Trans. P. II. vol. 170, und in »Problems connected with the tides 
of a viscous spheroid« ibid.) 

Wiirde man C als konstant annehmen, so wúrden die obigen Relationen unmittelbar die durch 
die Gezeitenwirkung allein bedingte Sàkularstòrung der Relation ergeben. Da hier die Kontraktions- 
wirkung mit dieser verglichen werden soll, so hat man vorauszusetzen, dafi das Tràgheitsmoment 
einer sàkularen Ànderung unterliegt. Setzt man mit der bisherigen Annàherung 

C = — m h°- 
5 

so ist h mit der Zeit verànderlich, und zwar soll diese Abhàngigkeit in der Form 

1 dh o 

h dt 2 


vorausgesetzt werden, wo o eine wesentlich positive Gròfie ist, die im tibrigen noch von h abhàngig 
sein kann. 
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Aus der Gleichung 


cìt 


(7/ s <o) = — 


21 ttv (MY h* 


M + ni l m ) a 


■ (d) — 7/) 


folgt dann 


wenn die konstante Gròfie 


d(ú h 1 

--- " 0 (0 — B -( 0 ) — 77 ) 


21 7T v / M \ 3 _ ^ 

71/ -+■ 7/7 \ m ) 

gesetzt wird. 

Am Beginn der Planetenbildung ist die Rotation retrograd. Ist der Absolutbetrag der Rotations- 
geschwindigkeit | co ] , also co = — |a)|, so ist die Ànderung desselben 

d lcol | - „ W /t - 

—LJ. = 0 w | (| w +„). 

d t a G 

Die Rotation in diesem Sinn wird also erhalten bleiben, beziehungsweise vergroBert werden, wenn 






1 + 


Wie immer auch die physikalischen Verhaltnisse beschaffen sein mògen, íur genùgend groí3e Distanzen a 
kann diese Bedingung erfùllt sein und es ist zu bemerken, daí3 diese Ungleichung dann auch erhalten 
bleibt. Es ist námlich die Ableitung des verànderlichen Teiles nach der Zeit 


d 

dt 


—ii 

a c 


n 

|w| 


= 1 + 


1 001 


1 a 


dli 


clt 


da\h* 1 
6 h - — + 


dt ì a 1 


kl 5 


. dn d |(o| \ h 1 
dt dt j a 6 


nach der gemachten Voraussetzung eine negative Gròhe. Da 

da 
d t 


4 h 9 - - dh o 

- B ( (o + n) und-= — h — 

5 n a 1 dt 2 


so wird die erste Klammergròfie 


7 7 24 Jll ° , 

— - a h o 4- - - B (| (o I + 77 ) 

2 5 77 a 1 


jedenfalls negativ, weil wegen der obigen Ungleichung sicher 

35 n 
ist. 


a 


+ 


Das Gleiche gilt fur den zweiten Teil. Beriicksichtigt man den obigen Wert fùr 


d\t 


d t 


und den 


Wert fur 


so wird die zweite Klammergròfie 


d 77 6 h d - - 

— = 71 5 (l w l +»0 
dt 5 a 8 


— «hh + ^{ n + v l w l A-)5(W + «) 

a \ o a u 


ebenfalls negativ, da die dafúr notwendige Bedingung 


B- 


/7 7 


1 + 


M 


1 + 


6 M 

5 77 


h \- 
a 
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sich nur um eine Groí3e zvveiter Ordnung von der vorausgesetzten Ungieichung unterscheidet. (Es 
íibenviegt ùbiigens ohnehin das erste negative Glied.) 

Es nimmt daher die rechte Seite der verlangten Ungleichung bestándig ab. Nun kann allerdings 
n selbst noch einer Potenz von h protortional sein ; aiso h kleiner werden, sicher aber — der physi- 
kalischen Bedeutung nach — einer niedrigeren als der siebenten, so dafi die Ungleichung erhalten 
bleibt. 

Die Bedingung 


o > B — 



ist demnach hinreichend fùr das bestándige Uberwiegen der Kontraktionswirkung ùber den Einfíufi 
der Flutreibung; ist diese fùr ein Anfangsstadium erfíillt, so sind die Voraussetzungen fùr die Ent- 
wicklung eines Sekundársystems mit retrograder Umlaufsbewegung gegeben. 


7. Planetenbildung bei iiberwiegender Gezeitenwirkung. 


In diesem Falle ist also 


B 



der Absolutbetrag |co| der retrograden Winkelgeschwindigkeit co nimmt ab. Die Ánderung der Grofien 
a, n und |co| tìndet daher in einem solchen Sinn statt, dafi diese Ungleichung verstàrkt wird. Dem 
steht die Abnahme von h gegenùber, die aber durch eine in a moglicherweise enthaltene /^-Potenz 
teilvveise kompensiert sein kann. Da ùberdies bei dem Durchgang von co d.urch NuII die obige Bedingung 
jedenfalìs erfùllt ist, so kann bei der relativen Kleinheit des ursprùnglichen Wertes von |coj an- 
genommen werden, daí3 die Ungleichung bis zur Umkehrung der Rotationsrichtung erhalten bleibt. 

Obrigens làfit sich aus der oben gegebenen Ableitung der veránderlichen Groí3e 

»(1 + -S-Ì 


leicht die Bedingung erkennen, unter welcher diese bestàndig zunimmt. Man erhàlt nach Einfùhrung 
der Differentialquotienten von a, h , n und |co| 


7 

2 


0 


1 + 


9 n \ 

7"h"J 


<*"|1 
a G 





6 


5 


( 5 + 4 


_HV 

n ) 


oder, nach Unterdrùckung des belanglosen Gliedes mit 



0 


Jt 7 / 
B— 1 
a 6 \ 


n \ 2 





n 


Da der zweite Faktor bestàndig zunimmt, fùr den ersten allein aber anfànglich die Ungleichung 
erfùllt war, so ist damit das stàndige Abnehmen der retrograden Rotation gesichert. 

Fùr den Durchgang durch Null ist 

Jco h 7 

- = B — n 

dt a 6 

es findet also ein Anwachsen im positiven Sinn unabhàngig von der Kontraktionsvvirkung statt. 
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Der weitere Verlauf der nun rechtlàufìg gewordenen Rotationsbewegung ist gegeben durch 


d(ù h 1 

-= a CO + B — (u — co ) 

dt a e 


Da zunàchst n> co ist, so nimmt die Rotationsgeschwindigkeit weiter zu. Nun ist 


dn 
d t 


6 fh 


h 1 

B — (« —co), 


die Anderung von n demnach im Verhàltnis 



hòherer Ordnung; co wird also einmal den Betrag n 


erreichen, das heifìt es wird jedenfalls ein Zustand gleicher Rotations- und Revolutionsgeschwindigkeit 
eintreten. In diesem Moment ist n stationàr, co nimmt aber, gemàfì 


d co 

- = a co 


d t 


weiter zu, so dafì von da ab co > n ist, wodurch die Zunahme von co verringert und n selbst wieder 
kleiner wird. 

Nun kann rnan schon aus dem unmittelbaren Anblick der beiden Gleichungen erkennen, dafì der 
weitere Verlauf zwei ganz verschiedenen Endzustànden zustreben wird, je nach dem Verhàltnis der 
noch bestehenden Gezeitenwirkung zum Kontraktionseffekt. 

Die Gleichungen in co und n haben die Form 

-“ U = — l 1 (co — n) 

dt 


dìi 
d t 


= — l\ (co — n) 


! h Y 

wo ì\ hòherer Ordnung als Y ist: bis auf einen numerischen Faktor ist Y x = [— r. 

\aj 


d co 


Von dem Moment an, wo co ~n ist, nimmt .co zu, demnach n wieder ab, daher wird - <aco. 

dt 

Uberwiegt nun die Gezeitenwirkung betràchtlich, ist also um vieles Y > a, so kann im weiteren 
d oj 

Verlauf-wieder negativ werden, und zwar in dem Moment, wo 

dt 

r 

co = - 11 

V — v 


d n d lo 

es kann darauf —>0 werden, so dafì schliefìlich - wieder positiv wird und sich der Vorgang 
dt dt 

im wesentlichen wiederholt, so dafì also co in irgend einen um n liegenden Bereich varriieren wird. 

lst aber a betràchtlich gròfier als Y, so kann bestàndig positiv bleiben, co also so lange zu- 

dt 

nehmen, als ùberhaupt eine merkliche Kontraktionswirkung noch vorhanden ist. 

Die Diskussion der obigen Gleichungen bestàtigt diese Uberlegung in pràziserer Weise. Man 
erhàlt durch Subtraktion 


d (co — n) 
dt 


= a co —■ (Y — J\) (co — u). 
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Setzt man die Differenz w — n = C, so erhàit man das Gleichungssystem 

— =(<»—r + r 1 )c + o» 


áíí 

dt 


= -n c. 


Setzt man zunáchst o, T und als konstant voraus, eine Annahme, die fur eine lángere Zeitdauer 
wenigstens annáhernd realisiert sein und ein im wesentlichen richíiges Bild von der Wirkungsweise 
der beiden Einflusse geben kann, so folgt fur C die folgende Differentialgleichung 

d 2 C , v v * d C r r n 

-f- (T — 1 < — o)- 1 - o 1\ C = 0. 

dt 2 dt 


Das partikulàre Integral C = ergibt fùr X die Werte 


X 


(r 


-r 1 -o)±^-L(r-r 1 -o)«-o r r 


Der Radikand hat die zwei positiven Wurzeln 

a-r+ r 1= h2s/n\ 

und wird fùr die dazwischen liegenden Werte o negativ. X hat also entweder reelle Werte von der 
Form — a±p, wo |p| < |a|, oder komplexe Werte —a±/p. 

Das allgemeine Integral 

C = a 1 + ^ à'* * 


wird, wenn t von dem Moment, wo co = n war, gezàhlt wird: 

C = a(e l d — $V). 

Je nach dem GroGenverháitnis von o zu T ergeben sich fùr C Funktionen, die ganz verschie- 
denen Endzustànden entsprechen. 

Bedenkt man, daG 

'' + r, —VTT 7 *=r-r,, 

so grenzen die aufeinanderfolgenden Gròfien 


r + r, —‘is/rr,, r — 1\ und r + i\ + 2 \/r i\ 


vier Bereiche fur o ab, denen ebensoviele Funktionsarten fur C entsprechen. 

Es ist fùr 

C = a-( a “P) # (l — e~'W) 
C = a£~ a *sin p/ 

C = a sin p t 
C = ae+ a *sin(3/- 
t: = ae«t (e+V — e -V). 


gcT + T.-^s/Tt; 

t + i\ — 2 \/ rr7< o < r — 1 \ 
t - n = o 

r - 1 \ < o < r + r, + 2 \/n\ 
r + l\ + 2 s/TT\<a 


Dabei ist zu bemerken, dafí a — p von der Gròfienordnung r i5 also hòherer Ordnung als a und p 
ist, dafi ferner a eine wesentiich positive GròGe ist, wie aus dem Sinne der Ànderung von to — n fùr 
i = 0 hervorgeht. 

Im ersten Fall wird zunàchst co gròfier als n, um sich nach einem gewissen Maximalbetrag der 
Distanz <0 — n asymptotisch der Revolutionsgeschwindigkeit n zu nàhern; im zweiten schwankt co um 
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den Wert n mit immer kleiner vverdender Amplitude, um fùr den Grenzfall g —F—T 1? in eine konstant 
bleibende Libration uberzugehen. Im vierten Fall findet ein Schwanken von oo um einen mittleren 
Wert n mit immer gròfier werdender Amplitude und im fùnften endlich ein Anwachsen der Rotations- 
geschwindigkeit gegen n statt. Der Bereich einer auftretenden Periodizitát ist íibrigens ein sehr enger, 
da ja a dafùr innerhalb Grenzen liegen mufi, die náherungsweise durch 



gegeben sind. 


Wie schon frùher geschlossen wurde, sind es also zwei wesentlich verschiedene Endzustánde, 


denen der ganze Verlauf je nach dem Gròfienverháltnis von a und F zustreben kann: entweder bleibt 


co in einer gewissen, immer kleiner werdenden Umgebung von n, oder wáchst um beliebige Betràge 
ùber diese Winkelgeschwindigkeit. 

Die obigen Lòsungsformen sollen natùrlich nur das wesentliche dieser beiden Mòglichkeiten 
charakterisieren, ohne eine vollkommene richtige analytische Darstellung des Prozesses geben zu 
kònnen: ist T schon wegen a und h selbst eine veránderliche Gròfie, so werden sich ja auch die 
physikalischen Gròfien a und v, sowie die Deformabilitàt stetig àndern, so dafi insbesonders der Fall 
der stàndigen Zunahme von C nichts anderes als die asymptotische Annàherung von co an einen gewissen 
Maximalbetrag bedeuten kann. 

Offenbar kann es nur in der zweiten Gruppe der obigen Fàlle, bei bestàndig zunehmender 
Rotationsgeschwindigkeit, zu Satellitenbildungen kommen, die also zu einem Sek'undársystem mit 
direkten Umlaufsbewegungen fùhren werden. 

Man mufi íibrigens auch hier zunàchst die Frage aufwerfen, unter welchen Umstànden denn 
ùberhaupt die Formation einer zusammenhàngenden Masse aus dem Nebelring mòglich ist. Hier handelt 
es sich aber um Gleichgewichtsfìguren bei Anwesenheit einer entfernten attrahierenden Masse 1\L 

Da im vorliegenden Fall als Abschlufi des ersten Entwicklungsstadiums die Gleichheit von 
Rotation und Umlaufsbewegung eintreten mufi, so kann man diesen besonderen Zustand der Bettachtung 
der Mòglichkeit einer Gleichgewichtsfìgur zugrunde legen. Man wird auch hier wieder die zwei 
extremen Fàlle zu unterscheiden haben: die Nebelmasse sammelt sich um einen stark kondensierten 
Kern von kleinen Dimensionen aber ùberwiegender Masse an oder aber: die ganze den Planeten 
bildende Masse ist merklich homogen. Ist die Konstitution der Planetenmaterie der ersten Art, also 
von derselben extremen Massenverteilung wie die des primàren Sonnennebels, so ergeben sich natùr- 
lich keinerlei Beschrànkungen fùr das Bestehen einer Gleichgewichtsfìgur uberhaupt, sondern lediglich 
gewisse Grenzen fùr die Dimensionen dieses planetarischen Nebels, bedingt durch die theoretische 
Atmosphàrengrenze, die aber nun wegen der Wirkung der aufierhalb liegenden Masse M von wesent- 
lich anderer Gestalt ist, als bei dem Sonnennebel. 

Der andere, a priorL viel wahrscheinlichere Fall einer — wenigstens zu Beginn der Entwicklung 
— nahezu homogenen Planetenmasse fuhrt aber zu einer ganz bestimmten Grenzbedingung zwischen 
der Dichte und der mit der Umlaufsgeschwindigkeit gleichen Rotationsgeschwindigkeit. 

Roche hat in seiner Abhandlung: »Figure d’une masse fluide, soumise à l’attraction d un point 
éloigné« I. partie, Mémoires de la section des sciences de PAcadémie de Montpellier 1849, gezeigt, dafi 
in diesem Fall, das heifit bei rotierenden homogenen Flíissigkeitsmassen, die unter dem Einílufi einer 
stòrenden Masse von derselben Umlaufszeit stehen, dreiachsige ellipsoide Gleichgewichtsfiguren sein 
kònnen. 1 Das Ergebnis ist folgendes: 

Von den drei Achsen a > b > c 

liegt c in der Rotationsachse und a ist, bei den stabilen Lagen, gegen die stòrende Masse gerichtet. 


1 Siehe auch Tisserand: Traité de mécanique céleste, t. II. c. VIII. 
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o C“ c* 

betzt man —- = 5 — = / f erner das Verháltnis der Flíissigkeitsmasse zur storenden Masse 

m A 

— = a und 
M 


2 7T k 2 q 


so bestehen fur das Gleichgewicht die Bedingungsgleichungen 


X 

1 4- 


(1 — s)s C udtt 

S [x -4- 5 J (1 + u) (1 su) 1) 

o 


(1 -t)t 


n 


U dtl 


(1 + u) (1 + t tt) D 


oo 

st{t — s) C udit 

(3 + | x) t — [xsj (1 4- ^ n) (1 4- / u) D 
0 

wo L) 2 = (1 + sit) (1 + tn) (1 + u). 

Die Gleichungen stellen nur zwei unabhángige Relationen vor: eine transzendente Gleichung 
zvvischen den Grofien 5 und t, und eine Relation die die Beziehung zwischen einem der Wertepaare 
5 und t einerseits und der physikalischen Gròfie X andrerseits herstellt. Nun zeigt die Diskussion dieser 
Gleichungen, dafí auf dem in Frage kommenden Teil der st -Kurve (s von 0 bis 1) die GroBe X vom 
Wert Null bis zu einem vom Massenverháltnis (j, abhàngigen Maximalbetrag ansteigt, um fúr den 
Endpunkt wieder auf Null zu sinken, so dafí bei gegebenem Massenverhàltnis íìber einem gewissen 
Wert fur X keine ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren existieren. 

Da im vorliegenden Fall m als sehr klein gegen M angenommen werden mufi, fur |x = 0 aber 
als dieser Maximalbetrag von X:0*046 gefunden wird, 1 so erhàlt man als Bedingung flìr-die Dichte q 
und die Rotationsgeschwindigkeit oj = n 

—— > 0-046. 

2 7ì k 2 q 

Da oj" i= ————- und a Á q bei Homogenitát der Nebelhiille im Verlauf der Kontraktion derselben 

a ò 

nahezu konstant bleibt, so wird diese Bedingung, wenn sie einmal erfiillt war, auch bei den folgenden 
Ringbildungen erhalten bleiben, oder'bei gegen das Innere zunehmender Dichte umso mehr erfullt sein. 

Auch hier wird die friiher genannte Bemerkung Platz fìnden konnen, da(3 die Bedingung zwar 
nur fiir ellipoidische Gleichgewichtsfìgurren gilt, aber immerhin einen Anhaltspunkt fiir die Gròí3en- 
ordnung der oberen Grenze der charakteristischen Gròí3e 


0) 2 

2 7T k 2 q 

geben kann. 

Stellt man iibrigens diese Bedingung dem Maxwell’scben Stabilitàtskriterium gegeniiber, so erhàlt 
man cine Vorstellung von dem Grade der Kontraktion, die zur Bildung homogener planetarischer 
Massen notwendig ist. Nach dem letzteren wird der Ring sicher zu bestehen aufhòren, wenn 


i Siehe Roche 1. c. 
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4izk 2 q= w 2 ist, wo (o nàherungsweise der mittleren Winkelbewegung u des Pianeten und diese 

wieder gleich der Rotationsgeschwindigkeit des ìetzteren im betrachteten Stadium gleich gesetzt werden 

0) 2 

kann. In diesem muG die Gròfie Aizk^q íiber dem Betrag-liegen, die Dichte also etwa drei- 

0-046 

hundertmal gròfier sein, was einer Kontraktion auf ein Siebentel des ursprunglichen Volumens ent- 
spricht. Eine derartige Kondensation mufi also stattgefunden haben von dem Moment des Zerfalles 
des Ringes bis zu dem Stadium der Gleichheit von Rotation und Revolution. 

Die Moglichkeit des Verháltnisses der dazu nòtìgen Zeitràume entzieht si.ch natíirlich schon 
wegen der Verlagerung der Ringmaterie jeder Beurteilung. Fíìr unser Sonnensystem ist tibrigens diese 
P'rage — mit einer einzigen Ausnahme — von keiner aktuellen Bedeutung, da die Massenverhàlt- 
nisse der Satelliten die Entstehung der Sekundársysteme aus homogenen planetarischen Massen 
ausschliefien, vielmehr auf àhnliche Massenverteilungen, wie beim ursprunglichen Sonnennebel 
hinweisen. 


8. Bildung von Sekundársystemen. 

Was die Bildung von Satelliten anbelangt, so erledigen sich zwei extreme Fàlle unmittelbar. 
Ist die Gezeitenwirkung so grofi, dafi dauernd im Mittel co — n erhalten bleibt, so ist eine solche von 
vornherein ausgeschlossen. Das wird bei den den Zentralkorper zunàchst umkreisenden Planeten- 
massen der Fall sein. ìst die Gezeitenwirkung unmerklich, so kònnen sich auch hier die ungestòrten 
Abtrennungsvorgànge vollziehen: bei Homogenitát der Poincaré-Darwin'sche, bei ùberwiegender zentraler 
Verdichtung die Laplace’sche Ringbildung, und so die Ursache von Sekundársystemen mit rucklàufiger 
Umlaufsbewegung werden. Das entspricht den Verhàltnissen der entferntesten Planetenmassen. Zwischen 
diesen extremen Fàllen liegen nun jene mittleren Verháltnisse, bei welchem wohl die Gezeitenwirkung 
die Umwandlung der ursprùnglich retrograden Rotation in die direkte oì~u vollziehen kann, aber 
nicht mehr im stande ist, die beschleunigende Kontraktionswirkung aufzuheben, so dafi w auch von 
diesem Stadium an noch weiter zunimmt. Im Falle der Homogenitàt der Planetenmaterie kann sich, 
wie oben gezeigt wurde, der Beginn der rechtlàufìgen Rotation erst in einem weit vorgeschrittenen 
Zustand der Kondensation einstellen; es ist deshalb anzunehmen, dafi bei fortwàhrend verringertem 
Gezeiteneinflufi und vergròfierter Rotationsgeschwindigkeit jene Gleichgewichtsfiguren angenommen 
werden, die bei Abwesenheit àufierer Kràfte auftreten, so dafi auch hier eine Satellitenbildung auf 
dem Wege des Poincaré-Darwin’schen Prozesses moglich ist. Allerdings besitzt dieser Vorgang aus 
den angefùhrten Grùnden eine geringere Wahrscheinlichkeit. 

Handelt es sich aber um das andere Extrem der Massenverteilung, eine solche mit uberwiegender 
zentraler Verdichtung, so kann bei geniigender Verkleinerung der Dimensionen und Unmerklichwerden 
der deformierenden Wirkung des Zentralkòrpers sich auch hier der Laplace’sche Prozefi wiederholen 
und so wie im Falle der Homogenitàt die Bildung rechtlàufiger Sekundársysteme veranlassen. In 
diesem zweiten Fall kann sich aber schon vor dem Eintreten der Bedingungen fur den Laplace’schen 
Vorgang, also noch bei merklicher Deformationswirkung ein Abstròmungsprozefi anderer Natur ein- 
stellen, der begrùndet ist durch die Form der Gashùllen unter der Wirkung einer àufieren stòrenden 
Masse. Ausfùhrliche Untersuchungen darùber sind von E. Roche in der eingangs zitierten Arbeit 
angestellt worden; »3\Iémoire sur la fìgure des atrnosphères des corps célestes«. Acad. d. sciences de 
Montpellier 1854. Fùr den vorliegenden Faìl ist die folgende Betrachtung ausreichend. 

Es seien unter Beibehaltung der frùheren Bezeichnungen die Masse der zentralen Verdichtung 
des Planeten gleich ?//, und die Koordinaten eines Punktes der Oberflàche der Atmosphàre 

x — r sin {> cos 'f y — r sin {> sin rp z~r cos 
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bezogen auf die gemeinsame Rotations- und Bahnebene und einer nach dem Zentralkòrper M gerich- 
teten X-Achse. 

íst a der Radius der Kreisbahn, so ist das Potential der durch M bewirkten deformierenden 
Kraft mit genùgender Annáherung gieich 

— k 2 M — (3 cos 2 cp sin 2 vf — 1 ). 

2 

Das Gesamtpotential ist demnach 

h- 'ij't 1 ^2 1 

-h — k 2 M — (3 cos 2 o sin 2 & — 1 ) + to 2 r 2 sin 2 Ò=U. 

r 2 a* 2 


m a) á 

Setzt man = \x und —— = 7 , wo n die Umíaufswinkelgeschwindigkeit, also n 2 a 3 = k 2 (M 4 - m) 
ist, so wird die Gleichung der Oberílàche 

— - 4 - — (3 cos 2 <p sin 2 & — 1) + —7 (1 + [x) sin 2 = C 
r a 3 ‘ a 3 


oder 


2 (JL 


1 


v/*®+y + «* 


+ — (2 ** -A 2 -«*) + — T (1 + l^) (-v 2 + J' 9 -) = C 


eine Fláche, die also symmetrisch zu den gewàhlten Koordinatenachsen verlàuft. Die Diskussion der- 
selben fuhrt zu ganz àhnlichen Resultaten, wie in dem einfacheren Falí des primàren Sonnennebels. 
Es existieren insbesonders aucn hier fur einen bestimmten Wert der Konstanten C singulàre Stellen, 
die aber hier nicht ein Kontinuum in der Àquatorebene bilden, sondern s:ch auf zwei entgegen- 
gesetzte Punkte in dieser beschrànken (wenigstens bei der angenommenen Náherung). Die Bedingung 
fùr diese sind 


8C7 

ox 


— 0 




Der symmetrischen Verhàltnisse wegen lassen die beiden letzteren erkennen, dafí die betreffenden 
Stellen in der ÀT-Achse liegen mùssen, wàhrend die erste besagt, daí3 sich dort Zentrifugalkraft und 
deformierende Kraft mit der Attraktion des Kondensationszentrums das Gleichgewicht halten, so dafí mit 
dem dadurch bestimmten Wert der Konstanten C die Atmosphàrengrenze definiert ist. 

Aus den Bedingungsgleichungen ergibt sich fur diesen besonderen Wert der Konstanten 


C 0 = - 


3 JX 2 


Q / 


2 + (1 + |J.) Y 


und fiir die Distanz r 0 — der halben groBen Achse dieser Grenzílache der Betrag 

_ 3 / l J ' 

r °~ a \l 2 + 0+W 

Bei dem hier vorliegenden Entwicklungsstadium nimmt 0 ) bestàndig zu, n ab, daher wàchst 7 
bestàndig und die Grenzdistanz r 0 wird immer kleiner. Zu Abstròmungen an den singulàren Stellen 
wird es aber nur dann kommen, wenn die Abnahme der physischen Dimensionen weniger rasch vor 
sich geht. Das ist nun hier im Gegensatz zu der ungestòrten Atmosphàrengrenze nur bedingungs- 
weise der Fall. 
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Setzt man [x als kleirte Grofie voraus, so ist 



oder, da hoherer Ordnuner als ist und 

dt 1 dt 



d t 



\ 

Dabei war die Verringerung der physischen Dimensionen nach der Relation 


dh _ 1 

dt~~ 2 


vorausgesetzt. Eine Abstromung wird nun dann stattfìnden, wenn fur r 0 = h dem absoluten Betrag nacli 


d r n \ dn I 

> - 

dt | d t | 



fuhrfì die im Anfangsstadium 7 — 1 íiberhaupt nicht 


\/T 


hàltnisse, die sich jedenfalls schon sehr denjenigen náhern, die eine Ringabtrennung ermòglichen. 

Roche glaubt ílbrigens, dafì bei dieser Art der Abstromung die physikalischen Bedingungen fùr 
eine Satellitenbildung iiberhaupt nicht gegeben sind. Man sieht, daí3 schon das Zustandekommen einer 
derartig lokalisierten Abstròmung, wenigstens in ausgepràgter Weise, kaum wahrscheinlich ist. Man 
kann wohl annehmen, dab im. allgemeinen eine Satellitenbildung erst dann stattfinden wird, wenn die 
Kontraktion und Rotationsgeschwindigkeit so weit vorgeschritten ist, dafi die Bedingungen fùr den 
ursprunglichen Laplace’schen Abtrennungsprozefi nahezu wieder hergestellt sind. 

9. Die kosmogonischen Verhàltnisse unseres Sonnensystems. 

Die grundlegenden Daten fùr diese sind die beiden Konstanten eines kosmogonischen Prozesses: 
die Gesamtmasse des Systems und das Rotationsmomcnt. Unter der Voraussetzung, dafi mit der 
Neptunsbahn tatsàchlich jene Grenze erreicht ist, innerhalb der sích merkliche Massen befìnden, ist 
die Gesamtmasse des Systems in Einheiten der Sonnenmasse 


1 + - = 1*0013406. 

745*9 


Nimmt man weiter als Zeit- und Làngeneinheit den mittleren Sonnentag und die mittlere Ent- 
fernung Erde-Sonne, so findet man fùr das Rotationsmoment der Sonne 


Kq = 0*000 001 364. 


Das Moment aus den Revolutionen der Planeten 


ergibt 


2 m a 2 n = k hm \JM + m \J a 
K p — 0*000 060 866 


also etwa den sechzigfachen Betrag, 
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Das Gesamtmoment, die z\\ ; eite Konstante des S) r stems ist demnach 

K — 0*000 062 230. 

Derselbe Betrag mu8 der gemeinsamen Rotationsbewegung der ganzen Masse vor Abtrennung 
des Neptunringes entsprochen haben. Im Moment der Abtrennung war die Gashíille begrenzt von 
jener linsenformigen Flàche, die' die theoretische Atmosphàrengrenze bildet, mit einem Àquatorhalb- 
messer gleich der mittleren Entfernung Sonne-'Neptun und einer Rotationsgeschwindigkeit gleich der 
mittleren tàgiichen siderischen Bewegung dieses^ Planeten: n. 

lst das Tràgheitsmoment der zentralen Verdichtung / 0 , das der Nebelhulle J {m)ì so ist demnach 

(/(//?) 4" J 0 )n — K. 

Nach den in 2. gegebenen Formeln fur Masse und Tràgheitsmoment der homogenen atmosphàri- 
schen Gleichgewichtsfiguren fìndet sich fur den Grenzfall (£=1) des linsenformigen Kòrpers 
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und fíir das Tràgheitsmoment bezuglich der Rotationsachse 
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so daíB also sehr nahe 
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fùr einen derartigen Korper ist. 

Fùr Neptun ist n = 0-000 104405, man erhàlt somit fiir — oder fùr die Summe der Tràgheits- 

ii 

momente von Nebelhùlle und der zentralen Verdichtung fùr diesen Anfangszustand 

J(m) 4- J Q = 0 ■ 596. 

Nimmt man letztere als kugelfòrmig an, so mufi fùr dieses primàre Stadium, wenn a die mittlere 
Neptundistanz ist, 

— (m) a- + — M 0 H = 0 • 596 
4 5 


sein, wo M 0 und h 0 Masse und Halbmesser des zentralen Teiles und a = 30'll ist. Man ist nun 
keinesfalls berechtigt, die Masse (m) der Hulle etwa mit der Summe m der Planetenmassen und M 0 
mit der Sonnenmasse zu identifizieren, weil nur ein Teil der abstròmenden Schichte zur Bildung der 
àufieren Ringe beitrágt, der ùbrige aber wieder von der Nebelhulle aufgenommen wird. Es wùrde 
auch tatsáchlich die Annahme (m) = 0-0013406 und il/ 0 = 1 zu ganz unwahrscheinlichen Dimensionen 
der Zentralmasse fùhren: man wurde fùr h 0 den Betrag von 0*844 in astronomischen Einheiten, also 
etwa das 230fache des gegenwàrtigen Sonnenradius erhalten. Andrerseits ergibt aber die Gleichung 
ein /; 0 , das nahe gleich diesem ist, wenn man (m) = 1 * 96 setzt, das heifit, wenn man die Masse 
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der ursprunglicben Nebelhulle etwa auf das Doppelte der Gesamtmasse der Planeten veranschlagt. 
Man erhàlt dadurch Verànderungen der Dimensionen der Zentralmasse, die in vóllig plausiblen Grenzen 
Iiegen. Wurde man die urspríingliche Masse (m) der Hiille noch gròfier annehmen, so wùrden sich 
kleinere Dimensionen fùr die Zentralmasse als die gegenwàrtigen ergeben, was an ^ich keinen Wider- 
spruch enthalten, sondern nur besagen wùrde, dafi die Kontraktion der Zentralmasse mehr als auf- 
gehoben wird durch Ansammlung von Materie an diesem Kern, die ja schon durch die Abstròmung aus 
den polnahen Teilen der àufiersten Schichten erfolgen mufi. Jedenfalls hat die Annahme (m)= 1*9 6m 
und das damit verbundene merkliche Konstantbleiben der Dimensionen des Kernes die Berechtigung 
eines wahrscheinlichen mittleren Zustandes. 

Was die ursprùngliche Dichte der Nebelhùlle anbelangt, so ergibt sich diese in Einheiten der 
gegenwàrtigen mittleren Dichte der Sonne ^Qaus 



als von der Gròfienordnung q — 10“ u . 

Man kann nun daraus die ursprùngliche Dichte der einzelnen Planetenringe fìnden, wenn man 
die durch die Ringabsonderung erfolgte bekannte Massenverringerung und die den mittleren Planeten- 
distanzen entsprechende Kontraktion der ùbrigbleibenden Nebelmasse in Rechnung zieht. Daraus ergibt 
sich aber das Volumen der Ringe und mit Rùcksicht auf die bekannte Lànge der Ringachse auch 


der Querschnitt derselben. Letzterer 
risiert werden. 

soll durch den 

Radius p eines gleich 

grofien Kreises charakte- 

Man erhàlt, wenn man die ursprùngliche Dichte 

der Nebelmasse = 1 setzt, folgende Zahlen: 



p des Querschnittes 


Erzengender Ring 
fiir: 

i 

Diclite 

in Einheiten : mittlere 
Entfernung 

Abstand 

der Bahnen 



Sonne—Erde 


Neptun. 

1 -o 

1-357 

10-89 

Uranus . 

. . 3-8 

0-804 

9-66 

Saturn. 

30 

1 -030 

4-25 

Jupiter. 

. . 166 

1-088 

3-68 

Mars. 

. . 3965 

0-0076 

0-52 

Erde. 

. . 14020 

0-0151 

0-28 

Venus . 

. . 36120 

o-oioo 

0-34 

Merkur. 

. . 235250 

0-0014 


Die ursprùngliche Dichte des 

* 

Merkurringes war 

demnach 



q = . 

Das Bestehen der planetarischen Ringe ist an gewisse Grenzen gebunden, innerhalb deren die 
Dichte liegen mu 6 , wie in 5. gezeigt wurde. Die Bedingung fùr die untere Grenze ist nun bei der 
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anfànglichen Geschvvindigkeitsverteilung jedenfalls erfíillt, als notwendige Bedingung fúr die Moglich- 
keit einer Ringbildung bleibt also nur die MaxweH’sche Stabilitàtsbedingung 

4wi 8 í< — 

14 

oder wegen der Eigenschaft der Kreisbahn 

4 7u q a s <- M. 

14 

Da die Masse einer homogenen Nebelhíille vom Àquatorhalbmesser a gleich 4 tu.O' 135 a z q = m ist, so 
mufi 

m <- M, 

100 

das heií3t, die Ringdichte muí3 so klein sein, dafì eine ihr entsprechende homogene Hulle eine Masse 
kleiner als ein Hundertel der Zentralmasse haben múfite. Da der wahrscheinliche Wert der urspriing- 
lichen Nebelmasse (m) in der Umgebung von 0*0026 liegt, so ist diese Bedingung unter Voraussetzung 
nàherungsweiser Homogenitàt erfullt und wird auch erfíillt bleiben, da dann bei der Kondensation a 3 q 
merklich konstant bleibt — eigentlich wegen der Ringabtrennungen sogar etwas kleiner vvird. 

Wenn aber in irgend einer Region der Nebelhulle eine starke Abweichung von der- Homogenitàt 
stattfìndet, etwa eine Zunahme der Dichte, so dafì fùr die aufeinander folgenden Ringbildungen die 
Grofie a 3 q zunimmt, so kann von irgend einer Abtrennungsdistanz a an die Mòglichkeit einer Ring- 
bildung nicht mehr gegeben sein und nur eine Zone zerstreuter Materie entstehen. Wie man aus dem 
wahrscheinlichen Wert fùr (m) erkennt, wùrde das bei dem vierfachen Betrag der mittleren Dichte 
eintreten. Bei einem derartigen zerstreuten Zustand ist nun allerdings eine Vereinigung zu einer 
zusammenhàngenden Planetenmasse von vornherein ebenso denkbar, wie nach einem Ringzerfall, nur 
ist hier diese Vereinigung schon wegen der offenbar viel gròfleren Zerstreuung sehr unwahrscheinlich, 
kann aber unter Umstànden ganz unmòglich werdén. Man kann námlich wohl annehmen, dafi es sich 
dabei zunàchst um die Bildung kleinerer homogener Massen handeln wird. Fùr die Vereinigung zu 
gròfieren homogenen Massen, die schon einer merklichen Gezeitenwirkung unterliegen, mu(3 aber 
nach der Grenzbedingung fùr homogene Gleichgewichtsfiguren unter diesen Verhàltnissen 

(O 2 

-- < 0 * 046 oder 4 tt k? q > 43 co 2 

2 t ik*q 

die Dichte ùber einem bestimmten Betrage liegen, der, wie man unmittelbar sieht, noch sehr weit von 
jenem entfernt ist, der die Ringbildung unmòglich gemacht hat. Das wahrscheinliche Resultat wird 
also eine Zone zahlreicher kleiner Begleitkòrper sein. 

Die Umstànde fùr die Bildung einer einzigen Planetenmasse liegen nach dem Zerfall eines 
Ringes viel gùnstiger. Abgesehen von der wahrscheinlich viel geringeren Zerstreuung kann in diesem 
vorgeschrittenen Stadium die Dichte fùr die Bildung gròfierer homogener Massen bereits den erforder- 
lichen Betrag erreicht haben; mòglicherweise ist aber schon ein Kondensationszentrum vorgebildet, 
dann ist die Laplace’sche Massenanordnung mit dem der Masse nach ùberwiegenden Kern gegeben 
und bei einer solchen existiert nur eine Bedingung fùr die Dimension der atmosphàrischen Hùlle 
(der in 8. gegebenen Gròfie r 0 ). 

Nimmt somit schon in dem ursprùnglichen Laplace’schen Sonnennebel die Dichte der Gashùlle 
gegen den Kern stetig zu, so werden fùr die ersten Abtrennungen die Bedingungen fùr die Ring- 
bildung und daraus sich entwickelnder Laplace’scher Sekundàrsysteme gegeben sein; in jener Distanz, 
in welcher fùr die Grenzschichte 

4 7tk 2 q> - 

' 14 


Analyse cler Laplace'scheu Kosmogouie. 


wird, wird eine Zone kleinerer Korper beginnen, die dort enden wird, wo 

4 7 t k* q > 43 w 2 


ist, und die Moglichkeit des Zusammenballens der abstromenden Massen zu dichteren homogenen 
Kdrpern ohne vorhergehende Ringbildung beginnt. 

Wie man sieht, ergibt sich aus dieser Annahme das Charakteristische der Konstitution unseres 
Sonnensystems mit dem zwei Planetcnkategorien trennenden Asteroidenring. 

Es ist zu bemerken, dab Roche fur die Entstehung des letzteren gerade die entgegengesetzte 
Annahme gemacht hat: eine Zone geringerer Diehte, beziehungsweise eine Abnahme der charakte- 
ristischen Gròfle a*q. Roche berticksichtigt nur die Bedingung fur die Bildung homogener Píaneten- 
massen, die eine untere Grenze ftir die Dichte bestimmt, mufl demnach ftir die Masse der Nebelhùlle 
am Beginn der Planetenbildungen einen unwahrscheinlich hohen Betrag annehmen und fùr das Inter- 
mittieren innerhalb der Asteroidenzone einen Rùckgang im Verlauf der Dichte, die ziemlich willkùrlich 
als Folge einer vermehrten Kondensation um die Zentralmasse angenommen wird. 

Diese Zwischenzone des Dichteverlaufes, die fùr die Bildung gròflerer zusammenhàngender Planeten. 
massen ungeeignet ist, kann noch schàrfer durch die Bildung der inneren Ringe ausgepràgt sein. Ange- 
nommen, es wùrde fùr den regulàren Verlauf der Dichte etwa innerhalb der Marsbahndistanz die 
Region merklichen Widerstandes der Nebelmasse begonnen haben. Nach den Betrachtungen in 2. a 
wùrden dann die inneren Kreisstròme vom Typus D zwischen dieser und der — nàherungsweise — 
doppelten Distanz eine Hàufungsstelle besitzen, daher ein abnormales Ansteigen der Dichte verur- 
sachen und die asteroidische Zone in die Umgebung der Maximaldiehte verlegen, so dafl nach dieser 
Zone noch einmal ein Laplace’scher Korper moglieh wáre, worauf das Massenverhàltnis der Mars- 
satelliten hinweist. 

Die physikalischen Verhàltnisse der inneren Planeten hingegen lassen eher auf eine direkte 
Vereinigung aus der abgestròmten Materie zu einem nahezu homogenen Kòiper ohne vorhergehende 
Ringbildung schlieflen, was aueh durch das Massenverhàltnis des Erdmondes' zu seinem Hauptkòrper 
bestàtigt wird. 


Wie aus den hier durchgefùhrten Betrachtungen hervorgeht, lassen sich die Laplace’schen \ y or- 
stellungen ùber den Ausgangszustand und die Entwicklung unseres Sonnensystems, sowie die von 
Roche daran geknùpften Ausfùhrungen, soweit sie die groflen Zùge betreffen, vòllig aufrecht erhalten. 
Aus der Kenntnis gewisser Stabilitàtsbedingungen, ferner aus der durch die Arbeiten Darwins 
gegebenen Einsicht in die Bedeutung der Gezeitenwirkung bei kosmogonischen Vorgàngen haben sich 
allerdings in einzelnen Punkten wesentliche Modifìkationen ergeben mùssen. Diese letzteren haben 
aber das ganze Bild des Entstehungsprozesses nicht nur einheitlicher gestaltet und durch Annahmen, 
die vòllig in der Natur des Ausgangszustandes gelegen sind, von Schwierigkeiten befreit, die aucli 
noch von Roche nur durch etwas erzwungene Hilfshypothesen beseitigt werden konnten — sondern 
sind auch imstande, gewisse Einwànde zu entkràften, die gegen die Laplace’sche Kosmogonie 
erhoben wurden. 

Es soll noch bemerkt werden, dafì die quantitativen Verhàítnisse der àufleren grofien Planeten 
und ihrer Sekundàrs^'steme sich restlos dem Laplace’schen Entwicklungsprozefl anpassen. Die ziffer- 
màfìigen Nachweise fìnden sich ausfùhrlich in Roehe’s schon mehrfach zitiertem »Essai sur la con- 
stitution et Porigine du système solaire« Montpellier 1873, worauf hier, um Wiederholungen zu 
vermeiden, hingewiesen werden mufi, einer Arbeit,. welche in diesem Teil keiner weiteren Ergàn- 
zungèn oder Berichtigungen bedarf (vielleicht mit Ausnahme der Betrachtung iiber das Ringsystem 
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Saturns, dessen bereits in 3. a der vorliegenden Abhandlung gedacht wurde). Wesentlich andere Vor. 
gánge Iiegen der Entwicklung der inneren Planeten zugrunde, zu deren ausfuhiiicher Analyse die 
Fundamente in den die wissenschaftliche Kosmogonie begriindenden groBen Arbeiten Poincaré's und 
Darwin’s gegeben sind. 

Ihre ausschlieflliche Geltung durften diese letzteren wohl in der Entwicklung der Doppel- und 
mehrfachen Systeme haben, wàhrend die Verhàltnisse in unserem Sonnensystem im groflen und ganzen 
zweifellos die Laplace’schen Anschauungen als gegeben erscheinen lassen. 

Die Laplace’sche kosmogonische Hypothese — mit den hier eròrterten Modifìkationen — erscheint 
daher in der Einfachheit ihrer Voraussetzungen und der inneren Konsequenz ihrer Folgerungen, die 
keiner weiteren ergánzenden Hypothesen bediirfen, sowie in ihrer Widerspruchslosigkeit mit den 
realen quantitativen Verhàltnissen, wohl als die wahrscheinlichste und km besten begrundete An- 
schauung íiber die Entwicklungsgeschichte unseres Sonnensystems. 



